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Capítulo I 


ORIGEM DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


Equaçfio Diferencial 6 a equação que encerra derivadas. 


Por exemplo : 


• 

<» Ê“* + 5 

(5) 

(y'V + (»')* + 3y = * 

é 

® S +3 á +2y “° 

(6) 

dz , òz 

(3) xy' + y - 3 

(4) y'" + 2(t,") 2 + }/ «= coa x 

(7) 

3x* ’ 3y* 


Havendo uma só variável independente, conio em (1) a (5), 
as derivadas são ordinárias e a equaçfio é denominada equação 
dijerencial ordinária. 

Havendo duas ou mais variáveis independentes, como em (6) 
e (7), as derivadas 3ão parciais e a equação é denominada equação 
dijerencial parcial. 

A ordem de uma equaçãp diferencial é a ordem da mais alta 
derivada que nela aparece. As equações (1), (3) e (6) são de pri- 
meira ordem ; (2), (5) e (7) são de segunda ordem e (4) é de ter- 
ceira ordem. 

O grau de uma equação diferencial, que pode ser escrita , con - 
siderando as derivadas, como um põEnÇjriTõ,~Vo gra ü~tfit derivada 
de mais alta ordem que nela aparece. Tôdas as equa ções do s exem- 
pIoTacima sáõclõ pnmeiro grau, exceto (5) qué é dò segundõgrau. 

As equações diferenciais parciais serão discutidas no Capítulo 
XXVIII. Primeirameute, aerão consideradas, apenas, equações 
diferenciais com uma só variável dependente. 

Origem daa Equações Diferenciais. 

a) Problemas Geométricos. (Ver Problemas 1 e 2, abaixo). 

h) Problemas de Física. (Ver Problemas 3 c 4, abaixo). 

c) Primitivas. 
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Uma relação entre aa variáveis, encerrando n constantes arbi- 
trárias essenciais, como y = x 4 + Cx ou y = .4a: 2 + fíx, é cha- 
mada uma primitiva . As n constantes, representadas sempre, aqui, 
por letras maiusculas, serão denominadas essenciais se náo puderem 
ser substituídas por um número menor de constantes. (Ver Pro- 
blema 5). 

Em geral, uma primitiva, encerrando n constantes arbitrárias 
essenciais, dará origem a uma equaçáo diferencial, de ordem n, 
livre de constantes arbitrária». Esta equação aparece eliminando-se 
as n constantes entre as (n+ 1) equações obtidas juntando-se à 
primitiva as n equaçOes provenientes de n derivadas sucessivas, em / 
relação à variável independente, da primitiva. (Ver Problemas 6-14, 
abaixo). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 



Uma curva 6 definida pola eondiçâo de ter em 

todos os pontos, (z, v), a inclinação ^ igual ao 

dôbro dft soma d&3 coordenadas do ponto. Ex- 
primir a condição por meio de uma equação 
diferencial. 

A equação 6: ~ » 2 (z + y). 


2) Uma curva 6 definida pela condição d* ter a soma dos segmentos deter- 
minados ttAbre ob eixos dos x e doa y. pela tangente à curva, cm qualquer 
ponto, constante e igual a 2. Exprimir a condição por meio de uma equação 
diferencial. 

A equação da tangente à curva em (z, y) é: Y - y = jg (X - z). 

Ob segmentou determinado» sôbre o» eixos oâo : 

„ dx v dy 

X-z-v ry e y-V~*-£ 

dx 

A equação diferencial procurada é: X + P 3 z - y ~-, — h 


ou x 




dy 


-4 = 2 

dx 


3) Cem gramas do açúcar do cana, em água. estão sendo transformadas em 
dmftroso numa razão que é proporcional à quantidade não transformada. 
Determinar a equação diferencial que exprime a razão de transformação 
depois de t minutos. 

Seja q o número de gramas convertido em 1 minutos. (100 -ç) será 
a quantidade, em gramas, não transformada. A razáo de transformação é 

dada por ^ - k (100 -q) sendo lc a constante de proporcionalidade. 
dt 

4) Uma partícula, de massa m. move-se ao longo de uma reta, (o eixo dos z), 
sujeita a duas fôrças ; uma, proporcional ao seu deslocamento a partir de 
tim ponto fixo O da sua trajetória e dirigida para 0 e a outra, uma fôrça 
resistente proporcional à sua velocidade. Exprimir a fôrça total por uma 
equação diferencial. 
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A primeira fôrça pode ser expressa pjr-£» e a segunda por ~ £ 

onde fcfe são faWres de proporconaUdadc. 

A fòrça total (massa X aceleração) é dada por. 

M iT TI 


m 


<Pz 


■ fc,X - ki 


dx 

dl 


5, Mostrar que em «ada fintes uma das duas 

<> *-*+>.*• 

a, Como A + . não . ■£* SSS 1»““ 

fc) 2 “^ BàmeuUjaraa ^ { ^ que uma *5 constante 

, “ r "lnBr = d + lnB + lnx . (A + ln B) não í meie do que 
uma aó constante arbitrária. „ 

• a d — rt: xzz :z ~ — ; 

. . • - **- 21 , S - 0 . 

dar 


V -As«+Bx+C, %- tAz+B ' 0 


v — ■ — ' ax 

A última equação, % «. **«"»'»*> — 
trãiia e aondo d. terem» ordem é a «W» ^^minadao entre a. 
Note-se que as SjSfle taSém, que a primitiva pode 

da equação Suciai. 

7 , Obter a equação diferencial «sociada à ■*** *V + ** ~ ’ 
Derivando uma ve*, em relação a *, vem. 

(tf+wS + ^+^í)- 0 

ou, quando xy f 6 ü » , . 

(% + a-S + *»»(* + «■ é)- # 

i^asttsíBS" 1 

” (a^x + SxM+X^ÍSvdx+SxdvI-O. 

Notorac que a primi*» ,~>e 

o fator que foi eimpUiicdo. 

A(mi; i* «-iasecaj + Bocoao» 

4 ' 4 » 


- Ao“ coe az -Bc* sen sx - -a" (A ocax+Been”) —o 2 »- 

fljã yç 

A equação procurada é : jjjj + a*V - °- 



T4 EQÜAÇ0E8 DIFERENCIAIS 

0) Obter . qu*. diferencial veiada i primitiva „-*» + *• + & 

Aqui, £ - Me» + Be-, 0 ’ 4áe “ + B ‘‘- S - 8/l *” + S "' 

Então. 

J2-.ÍL 

dz* dx 2 


r-noi'1, . ... 

, x <Py ««Pv.qÍ.® 

A equação procurada é: ^5 - J ^ + * <& 

10) Obter a equaç*. ««**1 associada à primitiva y - <*»• + W + C »'*‘ 
Aqui, £ . 3 Cií** + + Cs.*, g " «■« + * C *‘“ + *" 

27C'ic 3j + 8Ca** + <&*• 


dx» 


A ehminação das constau^ ^ ^*Sti?cTS 
trabalhosa. Empn&nto' JjJJ®* 0 *"!* 8 » ^ quarta equação, o resul- 

^^»“r^rma (denominada — e): 


gfl + 12 y" - 22/+ 1 2 y) - 0 . 


e 3 * e» * «* J 


1 1 1 y 

3c* 1 2e** e* / 

-c 8 * 

3 2 1 w 1 

9*3* 4c 2 * c* y" 


9 4 1 y" 

27c 3 * 8c 2 * e* y"' 


1 27 8 1 y " 


11) Obter a «,u*^ diferencial ««dada à primitiva y - Cx> + C*. 

' 1 Jiti I 


Como^-aCx, C 

dx 


Zxóx 


y = Cx a + C 2 = £,£** + 4x2 V«fa 


+ 2e 3 — - 4* z y * 0 

A equação diferencial procurada é dx 

.~js=.rs2isr:~- 

12) Achar a equaçAo dücrenóal da femflia de drorios de raios r, com centros 
no eixo dois x. A exação da família 6 

(3. _ Q3 + y* = r 2 , onde C é uma 
' P(x,y) constante arbitrírò. 

Então (x-C) + V% “ °i 
x -C = -y~ ea equação difo- 

reneial és* (!)’+»* = **• 
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13) Achar & equação diferencial da família de parábolas com focos na -origem 
e eixos ao longo do eixo dos x. 




A oquação da família de parábolas 6 y 1 83 4A(A + x). 
EnWo yy' - 2 A, ^-2 W ' (-f w' + r). 

A «xjusçfio procurada é y (j~) + 21 


14) Formar a equaçào diferencial de tôdao ao tangentes à parábola ? r 
Em qualquer ponto (A, B) da parábola, a equação da tangente 



<*-A) 

B 


ou, como 

A - -f B 2 , By • *+-£-#. 


2r. 


Eliminando B entre <*ta equação e By' - 1, obtida por derivação em relação 
a Xj tem-se a equação diferencial procurada : 2r (j/) 2 ~ Ivi/ + 1 " 0. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


15) Classificar, quanto à ordem e ao grau, as seguintes equações : 

a) dy + (zy- eosx)dx « 0 

Re*p. : -Primeira ordem ; primeiro grau 

iv , , pf!? + £«o 

L ~dF + R lT + c 0 


. Eesp.; Segunda ordem ; primeiro grau 

c) y'"+xi/' + 2 y(y')*+zy = 0 

Kesp. : Terceira ordem ; primeiro grau 
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-> S-5 + *®‘ + -° 

Resp.: Segunda ordem; pnmeiro grau 

■> 

Rcsp. : Terceira ordem; «egundo grau 

y"" t q 

/) . + * ■" ^ . TcrceUa ordfem ; não se classifica quanto ao grau 

ff) VTTp = 8CD í 

Jfeap.; Primeira ordem; primeiro grau 

A) y' + x - (ff-zi/O - * 

£«p..- Primeira ordem; quarto grau 


» g-f +©)' 

Resp.: Segunda ordem; quarto grau 

16) Escrever . equação diforencUl pam cada uma daa curvas deteminadas pel« 
condiçftes especificadas. 

a) Em todos o» pontos (*, y) a inclinação da tangente é igual ao quadrado 
da abecisea do ponto. 

Re*p.: / - i 2 

M Em todos 08 ponto. (I. ») o comprimento d. «ubtangonte 4 igual 1 asm. 
das coordenadas do ponto. 

R«p..- yV - * + y ou (* + »> * " v 

c) O segmento unindo P (x, v) e o ponto de btraMÇla da normal » P 
com o eixo dos i í dividido ao meio pelo axo doo j. 

Bssp.- w' + 2 '- 0 

d, Em qualquer ponto <„ .) . Ungente do ângulo formado pek. mio vetor 
com a tangente à curva 0 igual . j da iangeuto do ângulo votonal. 

de 1 * „ 
p - y tan 9 

• •> trsíf!^&‘ í--k£=í=* 

Bituado entre as ordenadas. 

jf Vl + < " r ^ V-2Vl+<V>“ 

17) Exprimir cada um d, * lato. abaixo sob . f.mm de uma equação diferencial, 
a) O ridio m decompõe numa maio proporciunal à quantidade «, pmsento. 

S«p.: f --W 
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6) A população P de uma cidade aumenta numa rasão proporcional i popu- 
lação e à diferença entre 200000 e a população. 

Resp.: ^kP (200000 - P) 

c) Para uma certa substância, a mão de variação da pressão do vapor (/*) 
em relação à temperatura (T) é proporcional à pressão do vapor e inver- 
aameato proporcional ao quadrado da temperatura. 

n dP . P 

Rap ~ 

i) À diferença do potencial E através d© um elemento de indutinda L 6 
igual ao produto de L pela taxa de variação, em relação ao tempo, da 
corrente i na indutância. 

Resp.: E « L 

») Aí assa X aceleração - fórça. 

ou = ^ 

18) Obter a equação diferencial associada coro a primitiva dada, A e B sendo 

constantes arbitrárias. 


a) 

V - Aj 

• Resp. 

y' - y/z 

b) 

w = Az + B 

Resp. 

v" - 0 

c) 


Resp. 

tí-v 

i) 

y - A senz 

Resp. 

y' - y cote * 

«) 

y — sen (z + A) 

Resp. 

(iíT “ i-y* 

/) 

y - -f fl 

Resp. 


9) 

* - A #en(y + fi) 

Resp. 

y" -z(yr 

*) 

Iny- Az*+fi 

Resp. 

zyy"-yy'-ztf)*-0 


19) Achar a equação diferencial da família de círculos do raios variáveis r, com 
o centro no eixo doe x. (Comparar com o Problema 12). 

Suçeetão: (z - AJ* +• y* - r 3 , A e r sendo constantes arbitrárias. 

Resp.: yy" + (y') 2 4- 1 * 0 


20) Achar a equação diferencial da f amí li a do cardióidee p - a (1 - cos 9). 

Resp.: (I - co8ff)ip - pmxedt 


21) Achar a equação diferencial da família de retas distantes uma unidade da 
° ngem - Resp.: (ty'-vV = 1 + tf)* 


®> Admr a equação diferencial de todos os círculos do plano, 
fejtstâo; Usar a* + p*-2Az-2By -f C - 0. 

Resp.: [1 + - WO* - 0 



Capítulo II 


SOLUÇÕES DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


O problema nas equações diferenciais elementares ê, essen- 
dalmente, a descoberta da primitiva que deu origem à equação. 
Em outras palavras, a solução de uma equação diferencial de ordem 
n é essencialmcnte, a determinação de uma relação entre as variá- 
veis envolvendo n constantes arbitrárias independentes, que, junta- 
mente com as derivadas dela obtidas, satisfaz à equação diferencial. 
Por exemplo : 



EQUAÇÃO DIFERENCIAL 

. PRIMITIVA 

(1) 


y = Ax a + Bz + C 

(Prob. 6, Cap. I) 

(2) 


y = C7ie a * + C 2 e 2 * + C 3 e' 
(Prob. 10, Gap. I) 

(3) 


{x - O 2 + y À - r 2 - 

(Prob. 12, Cap. I) 


As condições que permitem afirmar que uma equação dife- 
rencial tem solução aparecem nos Teoremas da Existência. 

Por exemplo, uma equação diferoncial da forma y' = g[x, y ) 
em que 

fl ) g( x> y) é contínua e unívoca numa região R , de pontos (x, y ), 

fc\ existo © ê contínua em todos os pontoa de R, 
dy 

admite uma infinidade de soluções j{x, y,C) *= 0 (C, uma cons- 
tante arbitrária) tais que em cada ponto do R pass* uma o somente 
uma curva da família f(x, y,C) = 0. (Ver Troblema í>). 

Uma solução particular de uma equação diferencial é a que 
se obtém quandos se dão, para as constantes arbitrárias que apare- 
cem na primitiva, valores definidos. Por exemplo, em (1) acima 
y = 0 (A = B - C ** 0), V - 2r + 5 (A - 0, B - 2, C - 5) e 
y = + 2x +• 3 {A - 1, B - 2, C = 3) são soluções particulares. 
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Geomètricamente, a primitiva é a equação de uma família 
de curvas e uma solução particular é a equação de uma dessas 
curvas. Estas curvas são denominadas curvas integrais da equação 
diferencial. 

Como se verá no Problema 6, uma determinada forma da pri- 
mitiva pode não incluir tôdas as soluções particulares. Além disso, 
como se verá no Problema 7, uma equação diferencial pode ter 
soluções que não podem ser obtidas da primitiva, por combinações 
efetuadas com as constantes arbitrárias, como no Problema 6. Tais 
soluções, denominadas soluções singulares , serão consideradas no 
Capítulo X. 

A primitiva de uma equação diferencial é usualmente chamada 
a solução geral da equação. Certos autores, tendo em vista as 
observações feitas acima, chamam-na uma solução geral da equação. 

dy 

Uma equação diferencial ~- = g( x ,y) associa a cada ponto 

(*o , yo) da região R, do teorema dc existência acima, uma direção 

“ íK* o, yo). A direção em cada um dêsses pontos 

é a da tangente à curva da família J(x, y,C) = 0, isto é, à primi- 
tiva passando pelo ponto. 

A região R com a indi- 
cação, oixi cada um dos seus 
pontos, da direção é chamada 
um campo de direção . Na 
figura ao lado, as direções 
estão indicadas, para um cer- 
to número de pontos, para a 
dy 

equaçao — = 2x. As cur- 
vas integrais da equação dife- 
rencial são aquelas que têm 
em cada um dos seus pontos k 

a direção dada pela equação. 

Neste exemplo as curvas in- { . 
tegrais são parábolas. ,nc . n ^j _ _ 2 ^ 

Tais diagramas são úteis «cL = 0 

para tornar mais clara a re- 
lação existente entre a equação diferencial e sua primitiva, porém, 
como as curvas integrais são, geralmente, muito complexas, tais 
diagramas não ajudam, pràticamente, na obtenção de suas equa- 
ções. 



d}L 

dx (, u .) 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Mostrar por substituição direta na equação diferencial e verificando as 
constantes arbitrárias que cada primitiva dá a equação diferencial corres- 
pondente. 


a) y — Ci een x + C 2 x 


b) v - C,e* + C.«* + C a e- I +2rí«* S “ S - p + V - 8 c' 

uxr az* az 


a) Substituindo y «* Ci sen 2 + C 2 z, - Cj coss 4 Ca, — 5 * -Ci sen a: 
ua equação diferencial, temos : 

(I-afcotgsH-Ci 8 en*)-ar(Ci cos x 4- C 2 ) 4* (Ct sen x + C 2 x) - 
■* -CiBenx + CixcxMz-Ctxcanx-CaX + Ci Benx + Caz —0. 

A ordem da equação diferencial ( 2 ) e o número de constantes arbitrárias 
. ( 2 ) concordam: 

b) v - Cie* + Ca are* + C 0 *“* -f 2*» e*, 

y' - (Cl -f C»)e* 4- Caze* - C 8 e”* + 2x*e* 4 - Are*, 

y" =“ (Ci + 2 C 2 ) e x + C 2 xe* + C 3 e“* 4- 2i 2 e* + &re* + 4e*. 

y"' - (Ci + 3C 2 ) e* + C 3 are* - C 3 «""* + 2z 2 e* -f l&w* -f 12**, 

e y ,n — y" — y' 4- y =* 8 e*. A ordem do equação diferencial o o número 
de constantes arbitrárias concordam. 

2 ) Mostrar que y = 'Zx+Ce* é a primitiva da equação diferenciai ~ -y •* 2 (1 -a:) 

e achar a solução particular relativa a r = 0 , v«3 [U. a equação da 
curva integral que passa por (0, 3)1. 

Substituindo y = 2x+Ce z e ^ — 2+Ce* na equação diferencia], temos: 
2 + Ce* ~(2x + Ce*) «2-5 tz. Quando * - 0, y - 3, 3 ~ 2 -0 4- Ce° c 
C — 3. A solução particular é y — 2x + 3e r . 


3) Mostrar que y ■» Ci e* + C a e 2 * + 1 6 a primitiva da equação diferencial 

■£— — 3^ + 2 p «2^-3 e achar a equação da curva integral que passa 
pelos pontos ( 0 , 0 ) e ( 1 , 0 ). 


Substituindo 

y = C,«*4-C a e 2 *4- *, ^ - C, e* 4- 2C S e 2 * 4- 1, ^ - Ci e* 4- 4C a « 2 * 
na equação diferencia!, temos : 

Cic* + 4C 2 e a * — 3 (Ci e* + 2C 2 e a * + 1) 4- 2(Ci«* 4* C 2 e 2 * 4- x) - 2c - 3. 
Quando x = 0, y = 0: Ci+C 2 =0. Quando x»l, y-0: Cie4'C 2 e 2 “~l. 

1 ê *-g2x 

Então Ci “ ~ C 2 “ — e a equação procurada 6 y = z + • - • 

g* — * G* — c 
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4) Mostrar que (y - (7)* = Cx é a primitiva da equação diferencial 4x (^)*+ 

+ 2 *5í _y ~ 0 e achar “* «W** das curvas integrais que passam pek> 
ponto (I, 2). 

Aqui 2(v-0^-C e ^ 

dx dx 2(y- Q . 


Então 4x 


i- 


+ 2r 


4(y-0* ^ W^Cj 


m C»g-t-Cg(y-c;-y^-o» 




yfC*-(r-Q»l 

& - O» 


Quando * - I, y - 2: (2- O 2 « C e C = 1, 4. 

(y _ ^ ÍQtegraÍ8 < í ue Passam pelo ponto (1, 2) são 

5) A primitiva da equação diferencial * V - Cx. Achar a equação 

da curva integral que passa por a) ( 1 , 2 ) e 6) (0, 0). 

n) Quando *-I, y—2: C - 2 e a equaçfio procurada é y *•2*. 

b) Quando x-0, y-0: U nd> é determinado, isto é, tâdaa as curvas 
int^raia p*»m pda origem. Note-se que g(x,y)~f nfio é contínua 

cnr?r dTfSnfite^ ° Jj eorema ** existência assegura uma e sômento uma 
curva da família y - Cz em cada ponto do plano, exceto na origem. 

fi) c 


OU 

(1) 


si*- 1 )!; +*(!/- D - 0. 


Tanto y « 0 como y - 1 eão eoluçSca de (1) porque ^Oe(l) fiea 

satisfeita. O primeiro valor é obtido da primitiva fazendo C - 0, porém o 
segundo, y - L nâo pode ser obtido por nenhum valor finito dado a C. Anà- 
Jogamcnfcc, ( 1 ) pode ser obtida da primitiva sob a forma Bxy^(x-l) fa-l) 

ífn r nnd^iü «K*-ü " \ °? arece ^ D “ «quanto que a solução y = 0 
nao pode ser obtida. Aaam, uma forma da primitiva pode nfio incluir tódas 
ae soluçoes partirularm da equação diferencial. (Notc-se que z - 1 é tam- 
bém uma solução particular). 


7) Derivando y - Cx + 2 C*, determinando C 
na primitiva tem-se a equação diferencial 


dv 

dx 


e substituindo êsse valor 




(I) 
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Como y = - jx 3 , ^ => - ~ x satisfaz (1), x a + 8y - 0 é uma solu- 
ção de (I). 

A_ primitiva é representada por uma família de retas e é claro que a 
equação da parábola não pode ser obtida por meio de operações com as cons- 
tantes arbitrárias. Tal solução é chamada uma solução singular da equação 
diferencial. 


8) Moetrar que y = Ci cos a ; + C? seu x e y ■* A coa (a: + D ) sio primitivas 
de dz? v ~ 0- ^ azer a transformação de uma na outra. 


D© y - C x eos x 4- C» sen x, y' = - C x sen *4^2 cosx c 

y" — — Ci cos x - C 2 senx = -y 

ou 0 + v-O. 

De y = A cos (x-f B), y' = -A sen (x+B) © y" °-A cos (r+B) = -y. 

Omno y = A cos (x 4- B) = A (cos 2 : cos B - sen x sen B) = 

= (.4 cor B) cos i + (- A aen B) sen * = 

= Ci cos x 4- C 2 sen x. 


9) Mostrar que ln x 2 4- ln 
ln x 2 4- ln 


jL 

x 2 


= A 4- x pode ser escrito y z «= Be 3 . 



=» ln y 2 =< A 4- 


Entáo j/ 2 = e‘ 4+z *= e A -e* = Be'. 


10) Mostrar que arc seu x -areseuy = A pode ser escrito x yjl-y*-y \ 1 -x 3 =B, 
sen (ire sen x - are son y) — sen A — B. 

Então sen (arc sen x) cos (arc sen y) - cos (aro sen x) sen (arc sen y) — 
bs 2 \ 1-y* -y V l-x z =■ B. 


11) Mostrar que ln (1 4- y) 4" ln (l + x) — A pode r«5t escrito xy 4" x 4" y — C. 

ln(14-y)4-ln(l+x) - ln (1 + y) (1 4- X) - A. 

Então (14-í/) 04-*) - *y4-x4-y4-l - e* 4 — B o xy4-x4-y - B- 1 =- C. 

12) Mostrar que senh y -f cosh y = Cx pode ser escrito y ™ In x 4- A. 

Aqui fienb y 4 - cosh y - (e* -e - *) 4- y (e* 7 4- = e* = Cx. 


Então 2/=»inC4*ln£ = A4'lns. 
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PROBLEMAS TROPOS TOS 

Mostrar que cada uma das expressões seguintes é uma solução da equação difo 
rencial correspondente. Dizer se é solução particular ou geral (primitiva). 


13) y - 2r 2 , 

xy' - 2y. 

Solução Particular 

14) + y 2 - C, 

yy' + * = 0 . 

Primitiva 

lõ) y - Cx + C\ 

y - *y' - 1 - (yO 4 . 

Primitiva 

16) (l-z)y 2 - 

2* a y' - y (y a + Sr 2 ). 

Solução Particular 

17) y - «* (1 + z), 

y" ~ 2 y' + y = 0. 

Solução Particular 

18) y — Ci x +■ C 2 e x , 

(r-l)y"-a*' + jr«0. 

Solução Geral 

19) y — Ci t* 4- C* e~ x . 

1 

ü 

0 

• 

Solução Geral 

20) y - Cxe x + C a e- x + *-4, 

V"-V - 4-ic. 

Solução Geral 

21) y - Ci e* + C a «s 2 *, 

y"-V + 2y = 0. 

Solução Geral 

22) y = Cie' -f- C 2 c a ' + I a «*, 

y"-3y' + 2y - 2e*(l-x). 

Sclução Gorai 



Capítulo III 


EQUAÇÕES de primeira ordem 

E fRIMEIRO GRAU 


Uma equação diferencial de primeira ordem e primeiro grau 
pode ser escrita na forma 

(!) M(X, y ) dx + N(x, y) dy ■= 0. 

Exemplo 1. «) g + - 0 ^ ^ e3CrÍta (» + *> te + 

+ íy-z)dy -= 0 

onde M (x, y) - y + * © N (*> ^ = y “ x ’ 


b) i -f x 2 y pode ser escrita (l+x' ti y)dx dy 0 
dx " 

onde M(x, y) = 1 + **» e. N(x,v) •=- 1. 


Se M(x, y) dx + N(x, y ) dy fôr a diferencial total de uma fun- 
ção n{x, y), isto é, se . 

M(x, y) dx +• N (a, y ) dy “ */>(*, V)- 

(1) é chamada equação diferencial exata e *(*> !/> ” C é sua pnmi ' 
tiva ou solução gerai. 


TT « 9 o r 2|<2 4- 2a; 8 v dy = 0 é uma equação diferen- 

«s l.v £ t - «<-■»■>' »* * 


x*y 2 =* C7. 

Se (1) não fôr equação diferencial exata, porém 

f(x, V) }M(*, 2f) * + w (*. V) «*»} = “W*- tó - 
{(x, ») é chamado um fator de integração de (1) e y(x, y ) . => C é 
sua primitiva. 


Exfmplo 3- 3 Vdx +• 2x dy - 0 não é uma equação diferen- 
' 1 evnt* Dorém quando multiplicada por {(r, y) = * temos 
c,a í ■: xaU ; a * Assim, a primitiva de 3y dx + 


s Mft swtjtswjba. * * - + 

+ 2* dy = 0 é z 3 y 2 - C. (Ver Exemplo 2). 
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Se (1) não fôr equação diferencial exata e não se puder deter- 
minar fàciimente um fator de integração, será possível, por meio 
de uma troca de uma ou de ambas as variáveis, obter uma equação 
para a qual se possa determinar o fàtor de integração. 


Exemplo 4. À transformação x - t - y, dx = dt - dy, (i. e., 
x + y = t) f reduz a equação 

(x 4- y + 1) dx -f (2z + 2 y 4- Z)dy = 0 

a (I 4-1) (*-«**) + (21 + 3) • ' 

ou (I + 1) + (í + 2) dy = 0. 

Por meio do fator de integração a equação toma a forma 
dy + àt = dy + dt - ■■ ? — dt - 0. 


I + 2 


t + 2 


Então y + t - ln(f -f 2) = C 

e, como t — x+y, 2 y + x- ln(i + y + 2) — C. 


Nota. A transformação ar+y+l-í ou 2x+&/+3=«2s é também suge- 
rida pela forma da equação. 


Uma equação diferencial que permite encontrar fàciimente 
um fator de integração é 


( 2 ) 


h(x) * 92 ( y ) dx + U (x)- gi ( y ) dy = 0. 

1 


Por meio do fator de integração 


h(x)g>(.y) 


(2) se reduz a 


(20 

cuja primitiva ér 


Mx) dz + jM-dy- 0 


h(x) 


02 (y) 




A equação (2) é classificada como de Variáveis Separáveis e 
em (2') as variáveis estão separadas. 

Exemplo 5. Quando a equação diferencial 

($x 2 y - xy) dx + (2x*y 2 4- x*y<) dy = 0 
é posta sob a forma ? 

y&x 2 -x)dx 4- x*(2y 2 4- y 4 ) dy = 0 
vê-se que 6 do tipo de Variáveis Separáveis. O fator de integração 
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— g transforma-a em ( — j dx + (2 y 4- y 3 ) dy = 0 em que 

J/-C \ i i / 

as variávcÍ6 estão separadas. Integrando, obtém-se a primitiva: 

31na; + -i- + í/ 2 + -j2' 4 “ C - 


Sc a equação (1) admite uma solução j(x, y, C) — 0, onde 
C é uma constante arbitrária, existe uma infinidade de valores de 
integração £(r, y) tais que 

*(«i y){ M{x t y) dx-\-N(x, y) dx \ =0 

é uma equação diferencial exata. Existem, também, transformações 
de variáveis que levam (1) para o tipo de Variáveis Separáveis. 
Entretanto, nenhuma regra geral pode aqui ser estabelecida para 
se achar êsfce ou aquéle fator ou esta ou aquela transformação. 
Assim, estamos limitados a resolver certos tipos de equações dife- 
renciais de primeira ordem e primeiro grau, isto é, aquelas para 
as quais se pode estabelecer uma regra para se determinar um fator 
de integração ou uma transformação efetiva. 

As equações do tipo de Variáveis Separáveis, juntamente com 
as equaçOes que podem ser reduzidas a êsse tipo, por uma transfor- 
mação de variáveis, serão estudadas no Capítulo IV. 

As equações diferenciais exatas e outros tipos a elas redutíveis, 
por meio de fatôres de integração, serão estudados no Capítulo V. 

A equação linear de primeira ordem 
(3) . -g- + P(x).y = Q(z) 

e as equaçOes redutíveis à forma (3), por meio de transformações, 
serão estudadas no Capítulo VI. 

Êste grupamento é apenas uma questão de conveniência. Uma 
dada equação pode ser enquadrada em mais de um grupo. 


Exemplo 6. A oquaçüo x dy-y dx = 0 pode sor enquadrada 
em qualquer um dos grupos porque 

a) por meio do fator de integração i/x y as variáveis são separa- 
das ; então, dy/y — dx/x = 0 de modo que ln y - ln x =' ln C 
ou y/x = C. 


b) 


por meio do fator de integração 1/x 2 ou \fy 2 a equação se 
transforma em equação diferencial exata ; então, = 0 


e — = C ou 
x 


zdy-ydx 


0 e ~ — Ci , — 

y . x 



2 
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c) quando cacrita y “ 0, 6 uraa equação linear de pri- 
meira ordem. x 

Tem sido destacado o fato de não ter a primitiva uma forma 
única. Assim, a primitiva no Exemplo 6 pode ser : 

fl) In y - ln x = ln C, c) y = Cx, 

b) yfx = C, d) xfy = K, etc. 


É usual aceitar qualquer uma dessas formas, sabcndo-se, como já 
se viu, que certas soluções particulares podem não aparecer. Há, 
assim, uma dificuldade a mais. 


Exemplo 7. É claro que p0 é uma solução particular 
** y ou dy — ydx = 0. Quando y p* 0, podemos escrever 


= V ou 


— — dx = 0, obtendo la y - x = ln C com C 0. Por sua vez, 

isto pode ser escrito y - Ce*, Cr* 0. Assim, para incluir tòdas as 
soluções devemos escrever y = 0; y = Cc'; C ^ 0. Note-se, 
porém, que y = Ce r , livre das restrições impostas a y e C, iuclui 
tôdas as soluções.’ 

Êste fato aparecerá repetidas vêzes adiante, porém, como é 
costume, deixaremos de apontar as restrições •; ieto 6, escreveremos 
a primitiva como y = Ce 1 , com C completamente arbitrário. Como 
justificativa faremos a seguinte observação : multiplicando a equa- 
ção dada por e“ r obtemos e~* dy - ye-* dx = 0 c, por integração, 
temos e~*y = C ou y = Ce*. Com éste processo, não- é necessário 
fazer nenhuma restrição a y ou C. 



Capítulo IV 


EQUAÇÕES de primeira ordem 
E PRIMEIRO GRAU 

% 

EquaçScB d« Variáreis Separáveis o ReduçSo a Equa^Sec 
de Varlâveia Separáreis 


Variáveis Separáveis. As variáveis da equação 
M(x, y) dx -I- N(x, y) dy =e 0 

são separáveis se a equação admite a forma: 

(1) h (*) ■ 92 íb) dx + ] 2 (x) ■ 01 ( y) dy - 0. 

O fator de integração * — — » determinado por inspeção, reduz 

J2 (S)*fl2 (2/) 

M*L dx + JiML dy -o 


(1) à forma - , . — , . . . 

h{x) Q2ÍV) 

da qual a primitiva pode ser obtida por integração. 

Por exemplo, (z- l) 2 y dx -f s 2 (y -f- 0 dy - 0 é da forma (1). 


O fator de integração redua a equação a 


*• V 

na qual as variáveis estão separadas. (Ver Problemas 1-5). 


Equações Homogêneas. Uma função / (x, y ) é homogênea 
do grau n se 

f(\x, Xy) - \* j (xj y). 

Por exemplo : 

a ) j(x, y) — x 4 — x 3 y é homogênea do á.° grau porque 

JQ.X, Xy) = (\xY - (X*) 3 (\y) - \*{x l - x*y) - X‘ f(x, y). 
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b) J[x, y) = e v,z + tg ~ é homogênea do grau 0 porque 

Z 

J(Xx, \y) = + *8 M = /* + tg J = X» f(z,y). 

c ) ]{x t y) = z 2 4- sen x coa y não é homogênea porque 

/(Az, \y) - \ a z 2 4- sen(Az) cxw(Xy) ^ y ). 

A equação diferencial M{x, y) dx 4 - N(x, y) dy = 0 é homo- 
gênea se M ( x , y) e N(x, y) são homogêneas e do mesmo grau. Por 

y y 2 y 

exemplo, x ln — dx 4 are sen — dy =* 0 é homogênea do grau 1. 

, X X X 

porém nem 

(* 2 4 ~ y*) dx - (xy 2 - y*) dy = 0 nem (x-{- y*)dx+ (x-y)dy - 0 
é uma equação homogênea. 

A transformação 

y = vx, dy » vdz 4- xdv 
reduzirá qualquer equação homogênea à forma 

P(x, v) dx 4- v)dv = 0 

em que ae variáveis s5o separáveis. Depois da integração v é substi- 
tuído por yfx para voltar às variáveis originais. (Ver Proble- 
mas 6-11). 

Equações em que Af (*,y) e Pf(x 9 y) alo lineares, porém 
não homogêneas. 

o) A equação 

(®i* 4- hi y 4- c'i) dz 4- (« 2 * 4- & 2 y 4- ÇÔ dy = 0, & 2 h = 0), 

v~t-. J 

é reduzida pela transformação 

, . . j dt-aidx 

aix 4- hi y * t, dy = — r 

Ol 

* 

à forma P(x, t) dz 4- Q(x t t) dl - 0 

em que as variáveis são separáveis. (Ver Problema 12). 
6) A equação 

(flix 4- biy 4- ci) dx 4* (® 2 * + ha y + c z ) dy -» 0, (oiò z - ^ 0), 
oe reduz à forma homogênea 

(<!!*' 4- & 12 /O dx! 4- fax' 4- b 2 r/) dij = 0 



30 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


pela transformação 

x = x* + h, y *= y* + k 
onde x = h, y = fe são as soluções das equações 

<*iz + hy + cj = 0 e a 2 x 4- b 2 y 4- c 2 = 0. 

(Ver Problemas 13-14). 


Equações da forma y -J (xy) dx 4* *‘g (*r) dy = 0. A trans- 
formação 

z t x dz — z d& 
xy = z, .!/=—, dy ^ 


reduz uma tal equação à forma 

P(x, z) dx 4- 0(x, z)dz - 0 

em que as variáveis são .separáveis. (Ver Problemas 15-17). 


Outras substituições. Equações de tipos diferentes das que 
foram discutidas acima podem ser reduzidas a uma forma em que 
as variáveis são separadas por meio de uma transformação esco- 
lhida convenientemente.' Não se pode dar uma regra ou processo 
geral ; em cada caso. a forma da equação sugerirá a transformação. 

(Ver Problemas 18-22). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

VARIÁVEIS SEPARÁVEIS 

» 

1) Resolver x* dx 4- (y 4- 1)* dy » 0. 

As variáveis estão separadas. Assim, integrando tênno a tênno : 


** . (1/4-D* 
4 3 


-Ci ou 3r« 4- 4 (y + l) a - C. 


2) Resolver z* (y + l)dz + y* (x- l)dy - 0. 

1 . 


O fator de integração 


(V 4- !)(*-!) 


reduz a equação a 


x 2 v* 

dx + -^dy = 0. 


- 1 


v 4-1 


Entflo, integrando 4- 1 4- ~“y) *** + (v ~ 1 + JJ^Tí) " 0< 


^x*4-r + lnCr-l)4-~t' 3 “y + 1“(V+ 1 ) “ 
ff 2 4* y* 4" 2x ~ 2y 4- 2 ln (x - 1) (ff4-l) - Ck. 
e (* 4- 1>* + (y-l)» 4- 2In(»- D(y4-l) - C. 
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3) Resolver 4x dy- y dx = x 2 dy ou ydx + (** - 4x)dy = 0. _ 

O fator dc integração ^ : J~_ ixj a equação a " 0 

em que as variáveis são separáveis. * 

A úJtima equação j»ode ser escrita 

ií_ií + 4. 0 ou -*» _^ + a. o. 

* — 4 x y x - 4 x y 

* 

Integrando, ln (2 - 4) - ln x + 4 ln y = ln C ou • (z - 4) v 4 - Cx. 

- *r 

4) Resolver - -7 ^ -rr ou a; {y - 3) d» = 4y dx. 

aX X \y — q) 

O fator de integração — reduz a equação a V - 3 dy = ^-dx. 

xy } y x 

Integrando, y - 3 ln y = 4 ln x +• ln Ci ou y = ln (C\ x 4 y 3 ). 

, Isto poda ser escrito : C t s 4 y* *- «* ou x 4 y 3 = Ce®. 

5) Achar a solução particular de (I +' x 3 ) dy -x*ydx = 0 satisfazendo a con- 
diçio inicial x » 1, j/ = 2. 

Achar primeiro a primitiva, usando o fator de integração — 

Entio ^ - 7I3* = 0. Iny-i- ln(l +x») - C, ; 
y 1 + 0 

3 ln y = ln (l + x 3 ) 4- ln C, y 3 = C ( 14- x 3 ). 

Quando 3 = 1, y-2: 2 3 = (7(1 + 1), C'=4, e a solução particular pro- 
curada é ?/ = 4(l+x 3 ). 


EQUAÇÕES HOMOGÊNEAS 

6) Sendo M dx + N dy = 0 homogênea, mostrar que a transformação y = vx 
separará as variáveis; 

Quando M dx + N dy = 0 é homogênea, do grau n, pode-se escrever 

Mdx+Ndy = i" { M, (i) * + N, (~^) dy} =0 

e dai M, dx + JV, (-^)djr=0. 

A transformação fy = vx, dy = vdx + xdv dá: 

M\ (t>)í£r+JVi (•’){ sdr-f-xd»! =0 ou \iii (v)+vNi fr)} dx+xNi (v) dv = 0 

ou, finulmento, f V " ° eet “ cd ° VftrÍáveÍS Separa ' ,M ' 

7) Resolver (x 3 + y 3 ) dx - 3xy* dy = 0. 

A equação é homogênea do terceiro grau. Usando a transformação 
y *■ kc, dy = v dx 4- x dv t temos 

(1) x 3 j (l+» a )dx-3v a (pdx-f*dt') j “0 ou (l-2u 3 )ár-3f 3 xdi> = 0 
em que as variáveis são separáveis. 
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l á* 3t *àv _ n „ 

Usando o fator da integração x ^_ 2 r a ) ’ T ' 1-2Í* ' 

lnr + Tln(l-2t-»)-Ci. 2lnx + ln (1 -W) - ln C, ou a? (l-2t^) - C. 

Como v-y/z, a primitiva 6 x 9 (1 - 2y»/s») - C ou xt-ty-Cz. 

Note que a equação é do tercoiro grau e que depois da tramformaçfio 
X a 6 im fator do primeiro membro de (1). Êste fator pode ser retirado ao 
faaer a transformação. 

8) Resolver zdy-ydx - Va 2 -!/ 2 d* - 0. 

A equacâo é homogênea do primeiro grau. Usando a tramformaçfio 
y m vx, dy — vdx + x iv c dividindo por ar, vem : 

ids +zdv-vdx-'Jl-v 2 dx - 0 ou xdo-lJl-tPdx “ 0. 

1 dv dx n 

Usando o fator de integração * " U ‘ 

Enfcfio, arc acn e> - ln x - ln C ou arc een o - ln (Cx), e voltando àa 
variáveis originais, usando t *= y/x, vem : 

iw sa 

arc sen — = ln (Cr) ou Cx » e 


9) Resolver (%c senh ^ + 3y cosh dx - 3* coeh áy - 0. 

A equação é homogênea do primeiro grau. Usando a transformaçáo 
padrão e dividindo por x, vem ; 

2 senh u dx - 3x cosh o iv = 0. 

Então, separando as variáveis, 2 — - 3 iv - 0. 


Integrando, 

2 ln x - 3 In 


** ln C, X a - C senh* v, e X a - C senh a — • 


10) Resolver (2r + 3 y) dx + (y - z) dy - 0. 

A equação é homogênea do primeiro grau. A transformação redil! a 

equação a _ ^ ^ _ ^ 

Separando as variáveis, 


dx o - 1 . dx i 
* 4 V + 2* + 2 líy x + a 


2s+ 2 2dv 

v* + 2r + 2 ” “ (v + J) a + l 


0. 


Integrando, ln x -f y ln {»* + 2p + 2) - 2 arc tg (t> + 1) — Ci , 

ln** (t 2 -f-2t»+2)-4arctg(v4-l) — C, o ln (y*-f2ary-f 2x*)-4arotg^t^ - C. 


1 1) Resolver (1 + fc*' 1 ) dx + 2e mhl (l“~) - 0- 

A equação é homogênea do grau 0. A presença de x/y em tôda a 
equação sugere o uso da transformação x - vy, dx •* v dy + y dv. 
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Enteo 

(1 + 2e*)(vdy+vdv) +• 2e*(l-i;) dy - 0, (v + 2eVy + y(l +V) dv 

. * + I±g*_ a 

2/ « + 2fi r 

Integrando e substituindo u por a/?/, 

In y +- ln (t> + 2e*) » In C e x + 2t/«* /r = C. 


- 0, 


EQUAÇÕES LINEARES PORÉM NÃO HOMOGÊNEAS 


12) Resolver (x + y) dx + (3x + Zy - 4) dy = 0. 

As expressões (x-f-y) e (3x-|-3y) sugerem a transformaçJLo x+y — 

Usamos y = t - x, dy — dt - dx para obter t dx 4- (3t - 4) (dt - dx) = 0 

ou (l-2l)dx + (3í-4)d< - 0 

em que as variáveis são separáveis. 

Eníáo 2 dx ±?Llldl - 2dx-2dt - 0. 

x - í a — l 

Integrando e substituindo t por x +■ y, temos 
2x - 3f - 2 ln (2 - 0 = C, , 2x - 3(x 4- v ) -2 ln(2~x -y) = C, . 
c x + 3y + 2 In (2 - x - y) — C. 


13) Resolver (2x - 5y + 3) dx - (2x + 4y - 6) iy = 0. 

Resolver primeiro o sistema 2x-òy+3 = 0, 2x+4y-6 = 0 para obter 
x » h » 1, y = fc = 1. 

A transformação x — x' + ã — x' -f- 1, dx - dx' 

y = y' + fc - y' + 1, dy - dy' 

reduz a equação dada a <2x' - 5 y’) dx' - (2x' + 4y') dy' = 0 que é homo- 
génea do primeiro grau. (Note que esta última equação pode ser escrita 
som só passar pelos detalhes da transformação). 


Usando a transformação y' = vx', dy ' =» vdx' + x'dv, vem: 

(2 - 5r) dx' - (2 + 4v)(v dx' + x' dv) - 0, (2~ 7 v - 4p 9 )dx' -x'.(2 +■ 4 v) dv - 0, 


e, fmalmente : 


dx' 4 dv ^ _dv 

x' 3 ív-l^ 3 p+2 


Integrando, 

1° *' + 4" ln (4 p - 1) + \ ln {v + 2) » ln Ci ou x' s (4» - 1) (r + 2) 2 «=* C. 

o o 


Substituindo t por y (4y' - x') (y' 4- 2x0 2 = (7, 

e substituindo x' por x— 1 e y' por y - 1, obtéin-*e a primitiva 

(4y-x-3)(y + 2x-3) 2 - C. 
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14) Resohror (ar — y - 1) dx 4 (4y 4- x - 1) dy =■ 0. 

Resolvendo o sistema x-y- 1 = 0, 4y + 1 - 1=0 vem 
x — h — 1, y — h — 0 . 

A transformação 

x =< x' h — 4- 1, dr = dx' 
y = y' 4- fc = dy = dy 1 

reduz a equação dada a (ar f -y')dx' 4 (4y' 4- x 1 ) di/ = 0 que è homogênea 
do primeiro grau. (Note que esta transformação, x - 1 » x\ y « y\ pode- 
ria ser obtida por inspeção, isto 6, pe!o exame do3 tênnos (x-y-í) o 
(4y 4* x — 1)J. 


Usando a transformação ij = vx', dy' — v dx' -f-x'dv 
temos : (1 - v) dx' + (4r 4- 1) (r dx ' 4* x' dv ) = 0. 

Então 


dx' 

x r 


4v 4 1 , 

4f>® I 


2' + ° 


Sv 


2 4U 2 4- I 


dv 4- 


dv 

4v« 4- I 


0; 


]nx' + .l\n (4v 2 4- 1) 4- ~ »rc tg 2v - C, , 

In *' 2 (4*2 4- 1) 4- arctg2v = C, h> (dy* 4- *' 2 ) 4- are tg = C, 
ln [AyX 4(z- 1)2 1 4 arctg-H^- - C. 

2 J- 


FORMA y/ (zt/) dí+ij/ (; ty ) dy = 0. 


15) Resolver y (xy 4 1) dx 4 x (1 4 xy 4 x 2 »/ a ) dy « 0. 

A transformação xy = v, y — tlx, dy = ~ reduz a equação a 

i(!- + I)dX+í(l + = 0 

que, depois de efetuada, se transforma em : v* dx - x (1 4 v 4 v 2 ) dv «= 0. 
Separando as variáveis, temos : 


dx dv dt 

X v3 ~ „2 


0. 


Então 


h I + -L + i_l n „ = C, 2,* ln (£) - 2, - 1 - C,>, 
2x*y 2 In y - 2x y — 1 = Cxty 1 . 


16) Resolver (y - rry 2 ) dx — (ar 4 ar 2 y) dy - 0 ou y (1 - xy) dx - x (1 + xy) dy — 0. 

A transformação xy = v, y = vfa, dy — ^ ^ reduz a equação a 

v .. \ i /ii \xdv~ vdx 

~ (l-v)dx-z(\ 4 v j =■ 


0 ou 2v dx - x (1 4 v) dv - 0. 
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Então 

2— - do := 0, 2 ta z - ln v - v - ln C, — - CV, e x = Cyc* r . 
xv . » 

17) Resolver 

(l-ry+ ; rV)^+(r 3 !/-x a )rfy=0 ou y (l-iy+r 8 ^)^ W-xy)Jy-0. 
A transformação xy = o, y = t>/z, áy “ reduz a equação a 

~(l-r +u 2 )te + 3(02-0) *^3 «* 0 ou odx + z(o 2 -o)do - 0. . 

Enfcôo 

j + (v-l)dr = 0, ln r + j i 2 - v ~ C, e lnz = xy- +C. 


OUTRAS SUBSTITUIÇÕES 


18) Resolver / ~ (y - 4z) 2 ou dy = <y - te) 2 te. 

A transformação, sugerida, y-te *= o, dy = 4te + do reduz a equação a 


dv 


4 te + te = o 2 te ou dx~~^—^ 


O. 


Enfio 


* + -f 1“ tt| " c '> ln ’ 


o - 2 

y - Ce-'. 

y - \x - 2 


2 . „ . p + 2 

- = In C - te, 


Ce* 4 *, 


10) Resolver tg 2 (a + y) te - dy = 0. 

A equação sugere a transformação s + y - v, dy = dv-dx que reduz 
a equação a ^ 

tg 2 o dx - (dy - dx) - 0 , te - ^ ^ ^ ° 0 , ou te - cos 2 vdv - 0. 

Integrando, x - -J- o - -f 6011 2o ~ ^ 0 2 (z ~y) « C + sen 2(x + y). 
20) Resolver (2 + 2z 2 y h ) ydx + (x* y 1 + 2) z dy = 0. 


A transformação sugerida é z 2 
que reduz a equação a 


o.V=- t - dy 


2v , iv 2 , 

z iv ~* dx 


ou 


(2 + 2o)^te + i(o + 2)(^te»-í^te) =0 

o(3 + v)dx - x (v + 2) dv = 0. 


Então 


dx 


2 _ dv 
3 v 


3 o + 3 


0. 3 ln x - 2 ln t -ln (o + 3) = ln Ci , 


z 3 = Cio 2 (t; + 3), e 1 - C x xy (x z y^ + 3) ou zy {ar 3 y^ + 3) - C. 
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21) Rceolvcr <2** + 3^ - 7) ><b - (*? + V - *> » &V = <>■ 

A transformação augerida é * *» redua a «*»«*» a 

(2u + 3» - 7) du - (3u + 2» - 8) dt> == 0 

que é linear porém não homogênea. 

- * _ c i o -aj+i dH a equação homogênea 

A transformação u - s + A v 'y , _ r j, i. t dr 

(2a + 80*-(* + 2i)di = 0, e a transformação 3 = ri, is 

dá 2(^-1) dí + (2r + 3)idr - 0. 

Separando as variáveis, temos : 

„ <U , 2r + 3 2 i * +|- -^T - o. 

2 — + ^n dr = 2 , !rtl T 2 ’-- 1 

EdWo 4tal-ln(r + l) + 51o(r-l} = lnC, 

(3-0“ («-■-»; , c 

T+T ~~T+T. u + e-3 r‘+V 2 -3 

(** - j* - Xf - C(»> + í 2 - 3)- 

22) Resolver a 2 (r dx + y à y) + V íx dy - y dx) "* 

Aqui .*+,*-**<*+« « -gerem 

l2 + * = p2 , y/x = tge, ou x - p cos., y - sen., dr - - P*»*d* + **. 

dy = p cos. d. -hsen.dp- 

A equação dada toma a forma 

p* cos 2 .(pdp) + psen.(p 2 d.) =* 0 ou d? + tg.sec.d. - 0 . 

Então . 

p + sec® = Ci i + 


23) Dizer ao as funçõe? 

dar 

o grau. 

o) 

x*-xy, 

b) 

xy f 
x + y 2 

C) 

*y 

* 2 -T V 2 

d) 

x + y cos 

t) 

arc seu xy, 

i) 

„>* 4_ *t* 

20 t y« » 


PROBLEMAS PROPOSTOS 
funções seguintes são ou não homogêueas e, uas homogtaeas, 
homogênea do segundo grau. 
não homogênea. 

homogênea do grau rero. 

homogênea do primeiro grau. 

não homogênea, 
homogênea do primeiro grau. 



EQUAÇÕES de primeira ordem e primeiro grau 


0) ln t - ln y ou ln , homogênea do grau zero. 

h) V & + 2xy ■+ 3y a , homogênea do primeiro grau. 

1) x sen y + y sen x, nâo homogénea. 

Classificar cada uma das equações abaixo em uma ou mais das seguintes cate- 
gorias : 

(1) Variáveis separáveis. 

(2) EquaçOc» homogéneas. 

(3) Equações em que M ( r , y) e N (x, y) sSo lluearw porém não homogêneas. 

(4) Equações da forma y / (xy) dx + x g (cy) dy = 0. 

(5) Nenhuma das categorias acima. 

24) 4ydx + zdy ~ 0 Wi ( 2 >- do P rimciro 

26) (1 + 2y) dx + (4 r * 3 ) dy - 0 fífôp.; (D 

26) yzdx-ztdy = 0 •' ( D ; (2X do segundo grau 

27) (1 + y) dx - (l + x) dy = 0 (1) í (3) 

28) (xy 9 + y) dz + (z.* y - x) dy - Q Rc*j> : <*) 

29) (x sen^-y coe - j) dx+x cos dy = 0 R«p. ; (2), do primeiro grau 

30) y 2 (x 3 + 2) dx -f (x 3 -f y 3 ) (y dx -x dy) = 0 Reap.: (5) 

31) y \ x 2 + y 2 dx -x (x +• V* 2 + y*)dy - 0 «esp.: (2), do segundo grau 

32) <x +- y + 1) dx + <2x -f- 2y + 1) dy - 0 ( 3 > 

33) Dos equações acima, resolver os que se enquadram nas categorias (l)-(4). 

Resp. : 24) x* y - C 

Rnp.: 25) (l+3»)»-c|^| 

itesp. ; 26) y = x 4- Cxy 
Resp. ; 27) (1 + y) - C (1 + x) 

Reap.: 28) y - Cxe** r 

R«sp.: 29) *scn ~ ^ 

Reap.; 31) Cx - V* 5 Tí 5 - x ln (V* 2 4-y* -*) 

Resp.; 32) x 4- 2y + 1 d (x + y) » C 

Resolver as seguintes equaçõea : 

34) (1 4-2y)dx-(4-x)dy - 0 

35) xydx + (1 +x 2 ) dy - 0 

36) ootgfld* 4- pdê * 0 


Reap.: (x-4) 2 (l + 2y) » C 

Rtsp-: y*(l+**) - C 

Rtsp. : p « C cos 9 
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37) (z + 2y)dx + (2x + 3v)dt/ « 0 

38) 2x.dy-7.ydx - Va^ + 4y 2 dx 

3S) (3y - 7z4- 7) dz 4- (7y- 3x4- 3) dy ■ C 

40) aq/dy-fo + lHl -*)<** 

41) {y 2 -z 2 ) dz -f zy dy = 0 

42) y (1 4- 2xy) dr 4- z (1 -zy) dy » 0 

43) dx + (l-z 2 )cotfnydy = 0 

44) (z 3 4- y 3 ) dx 4- 3zy* dy =* O 

45) (3z4-2y-H)dx-(3z4-2y-l)dy = 0 


J?c«p. : x 3 4- 4ry 4- 3y 3 =» C 

• 

1 4- 4Cy - C* x 2 — 0 
(y - x 4- l) 8 (y 4- * - l) 3 - C 
Re*p. : y 4- ar — ln Cx (y 4- 1) 

Rettp- : 2r2 y* ~ ** 4- C 

Re*p. : y ~ Cx*e~ llxv 

Resp. : sen 2 y - C 

Resp. : x* 4- 4 zy 3 - C 

««*..• l*(15*4-10y-l)4-|-(*-y)-C 


Achar & solução particular indicada : 

46) x dy 4- 2y dx - 0 ; quando x =* 2, y «= 1. ; *2 y 4 

47} (z a 4- í/ 2 ) dr 4 - zy dy = 0 ; quando x - 1, y = - 1. 

2&8p. : x 4 4- 2z* y a *= 3 

48) cós y dx 4- (1 4- e~ s ) sen ydy = 0 ; quando ar — 0, y = «-/4. 

Rcsp.: (l4-e‘)aecy » 2 V2* 

49) <y 3 4- *y) dr - x a dy - 0; quando x — 1, y = l. 

Rwp..* z = e , "* /y 

50) Resolver a equação do Problema 30 usando a substituição y — vx. 

Rcap.: y ln x - y 4" * 3 - y y 9 - Cx» y 


51) Resolver y' 


- 2 (2z 4- 3y) a usando a substituição z - 


Rctp.: 


1 4- -f3(2r + Sy) 
1 - Vã(2z + 3») 


2r 4- 3y. 

- Cc"'*’ 


52) Resolver (x - 2 sen y 4- 3) dx 4- (2z - 4 sen y - 3) coa y dy - 0 usando a 
substituição sen y - z. 


tfeíp.; 8sen y4-4z4*91n (4z-8sen y4-3) = C 



Capítulo V 


EQUAÇÕES DE PRIMEIRA ORDEM 
E PRIMEIRO GRAU 


E<ruaç3es Diferenciais Exatas e Redução a Equações 
Diferenciais Exatas 


A condição necessária e suficiente para que 
(1) M(x, y) dx -f N(x, y) dy = 0 


seja uma equação diferencial exata d 



dM = dN_ 
dy . dx 


Algumas vâzes uma equação aparece como diferencial exata 
depois de um reagrupamento de seus têrcnos. A equação, na sua 
nova forma, pode então ser integrada têrmo a têrmo. 

Por exemplo, 

(z 2 -y)dx+ (y 2 - x) dy = 0 


ê uma equação diferencial exata, porque 


dM 

dy 


dy 


=-l 




dN 

dx 


Isto pode ser evidenciado, também, com o seguinte arranjo : 
x 2 dx + y 2 dy- (ydx + x dy) = 0. 


Esta equação pode ser integrada têrmo a têrmo, dando a primitiva 
s 3 /34-?/ 3 /3 -xy=C. A equação (y 2 - x) dx+(x 2 -y)dy = 0, entre- 

dM . . . dN 


tanto, não é diferencial exata, porque 


„ 2y 2x = - — 
dy * dx 


(Ver também Problema 1). 
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Se (I) c a difcrcucial exata da equação /i(x, y) = C, 

“ lte ÍX + lty dy = M( - Xt V ^ dx + N ^ X> ^ dy * 

Então, 

~cte = Iffo y) da: e n(x, y) = / Af (*, y) da: + *(y), 

onde J indica que, na integração, y deve ser considerado como 

uma constante e <p(y) é a constante (em relação a x) de integração. 
Agora, 

que dá = $'(y) e, assim, <p(y) pode ser determinado. 

V - . • (Ver Problemas 2-3). 

Fatôres de Integração. Se (1) não é equação diferencial exata, 
necessita-se de um fator de integração. 

dM õN 

dy dx ">• f IW** 

a) Se jj = /(x), uma função de x, apenas, então e 

é um fator de integração de (1). 
dM dN 

dy dx f 

Se — -g[y)t uma função de y apenas, então e 


é um fator de integração de ( 1 ). 
fc) Se (1) é homogênea e Mx *f Ny ^ 0, então 


(Ver Problemas 4-6). 
1 


é um 


fator de integração. 


Mx + Ny 
(Ver Problemas 7-9). 


e) Se (1) pode ser colocada na forma yf(xy) dx + x g{xy) dy = 0, 
onde/(zy) ^ g(xy), então — r- 77 — ; — r-r = rrz — — r- é um 

zy\j(xy)-g(xy)\ Mx-Ny. 
fator de integração. (Ver Problemas 10-12). 


d) As v.êzes, depois de reagrupados os têrmos da equação, pode-se 
determinar um fator de integração pelo reconhecimento de um 
certo grupo de têrmos como parte - de uma diferencial exata. 
Por exemplo: 
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x dy + y dx 




GRÜPO DB 
TÊRM08 

FATOK DB 
INTEGRAÇÃO 

DIFERENCIAL EXATA 

x dy - y dx 

1 

X 2 

xdy -ydx 

xiy - ydx 

1 * 

ydx-*dy = 1 ( * 

y 2 \ v 

xdy - ydx 

1 

xy 

y x \ x 

- J.. .. .1. 

1 

xdy - ydx 
xdy - ydx x 2 

xdy — y dx 

* 2 + SI* 

1+ /AV 


xdy -\-ydx . 1 \ m ^ | 

— ~ d (i, - 


Sá!±iíJfe-rf (lo (*,)}. 

- 1 


*2/ 


gjjg+ytfy j í , 

(* 2 +yT \2(n - 1) (x* +y 2 ) n_ * í’ 


se n - 1 

\ .. n * 1 


+ , t3 . tl 2\n . , . 

( -Hf)), sen = l 

(Ver Problemas 13-19). 


c) A equação x r y“(my dx + nx dy) + x P V* {w áx + ** dy) " 0» 
onde r, í, m, n, p , a, p, ? são constantes e mi» - np ^ 0 tem um 
fator de integração da forma x a y^. 0 método de solução, 
comumente dado, consiste na determinação de a e 0 por meio 
de certas fórmulas. Nos Problemas 20-22 seguiu-se um pro- 
cesso essencialmente usado na dedução das fórmulas. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


l Mostrar, primeiro empregando (2) e, em seguida, pelo reagrupamento de 
ttanoa, que a a equações abaixo sáo equações diferenciais exatas. Resolvê-las. 


a) (4x* y l - 2 xy)dx + {3x* y* -x 2 )dy = 0 

b) (M x y-2x)dz + e* x dy = 0 

c) (cos y + y cos x) dx + (sen x - * een y) dy = 0 


d) 2z(y**’ -l)ái + «** dy * 0 

e) (ftr 8 ií» + 4z»y»)*ie + (ar®s* + & 4 |^)rflí -O 


a) Por (2): - 12*» *» - 2* 

dy 

rendai exata. 


— e a equação 6 uma equação dife- 

dx 


Pelo examo: ( ‘lx 3 ^ 3 Jx 4- Sx*# 2 dy) — (2xy dx-^-x 2 dy) => d(x*y 3 )—d(z 2 y) = 0. 
A primitiva é x*i f 3 -x 2 y = C. 
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b) For (2): -Jy = 3e ax = e a equação é uma equação diferencial 
exata. ^ 

Pelo examo : {JW 1 * y dx -f tf 32 dy) -2xdz = d (e 3 * y) -d (ar 2 ) — 0. 

A primitiva é e 3x y-x 2 = C. 


\ xj /*i\ àM . d/V 

c> Por (2) : — — « -sen y + cos* = 

i)y oX 

rencial exata. 


e a equação é uma equação ciife- 


Pelo exame 

(cos y dx -x sen y dy)+(y cos z dx+zen zdy) = d ( x cos y)+d (y sen x) — 0 . 
A primitiva é x cosy + y sen x = C. 

d) Por (2): —• — 2xe z * = e a equação é uma equação diferencial 
tty ox 

exata. 

Pelo exame : (2xye** dx + *' dy) - 2x dx — d (ye 1 *) - d ( x 2 ) = 0 . 

A, primitiva é ye xl - rr 2 = C. 

, u #3/ -jiy 

ej ror ( 2 ) : _ j&çfi y 2 -f aox 3 y 4 - — o a equação ó uma equação 

diferencial exata. > 


Pelo exame : 

(6z* y 3 dx + Zxfiy 2 dy) + (4x a y* dx + àx* y 4 dy) = d (z° y 3 ) + d (x 4 y 8 ) = 0. 
A primitiva 6 x* y 3 4- x* y B =» C’. 


(D Resolver <2*3 + 3y) dx + (3* -f y - 1) dy = 0. 

"ir“ ■" 3 => o a equação é uma equação diferencial exata. • 
oy dx 

Solução 1. Seja y (x, y) = J* (2x 3 -f 3y) dx «* y 2:4 + &:y + «/» (y). 
Então 


^-a* + *'(y)-JV(*,y)~8* + y~l, >'<y)-y-l, *(y)=fy 2 -y. 
e a primitiva *é -5- z 4 + Zxy + y y 2 -y m Ci ou rz 4 + 6zy + y 2 - 2y = C. 


Solução 2. Grupando os têrmos : 2a^da:+ydy-dy + 3(yda:+2;dy)“0 
e lembrando que y dx + x dy = d {xy), obtemos, por integração, 

y x* -+- \ y* - y + 3 xy — Ci 

como antes. 


© Resolver (y 2 c**'’ + éz 3 ) dx + ( 2xye* v * - Sy 2 ) dy = 0. 

^ = 2y e zu ’ + Zzy 3 e iy> <= ^ e a equação é uma equação diferencial 
dy Ox 

exata. 
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Seja *(*,*/) = f + 4afi)d*-é*‘ + *+6(y). 

Então 

1Ç = 2*s«‘*" + *'(»)- &!«“*' - 3}», t'(y) - -3w*. «(lí) lí», 

e a primitiva é e v ’ +• r 4 - j 3 - C\ 

A equação pode ser resolvida com o reagrupamento 

4^3 det - 3y* dy + (y 3 í 1 * 1 de + 2rye 2y ‘dy) - 0 
e notando que y 3 e iy ! iz -f 2 zie* 9 ' dy = i {t xy \ 

4 Reeolver (x 2 y» -f x) dx + xy dy - 0. 

dAf dtf 

"dy ~~ "ãr “ v .> a 0< l ua 9 fio nio é uma equação diferencial expta. 

Entretanto, 
ditf _ aA[ 

dy dx 2y-y_ 1 flWds fdx/z lax 

~ = e -• ” e -* 

6 ura fator de integração. Introduzindo o fator de integração, temos : 

(** +*y* +**)<& + *> ydy - 0 ou x*dx+x*dx + (xy*dx + z*t/d V ) « 0. 

Então, notando que zy 3 dz + z* y iy = d ( ~ z* y 3 ) » tem-se a primi- 
tiva v ' 

~£~ 4- -jp + j z 2 y 2 - Ci ou + 4a 3 + 6* 9 y* - C. 


5) Resolver (2zy* e v + 2ry3 1- y) dx (x* y* e* - r* y* - 3x) dy * 0. 

-• = &ry3e v 4-2zy 4 e , 4-6ry 2 + 1, ~ - 2xy 4 e°-2xy 2 - 3 ; a equação 


dy ~ ' ’ — • ‘ dx 

não é uma equação diferencial exata. 

Entretanto, 


c )M 9N 


dM èN dy dx 4 




Af y 

l/y 4 é um fator de integração 


___. &yJe . +8iy3+4 e 

Eatâ o 

e, com êle, a equação toma a forma 

(a»' + *i. + A)* + (*,.-£-,i)*.o 

quo 6 uma equação diferencial exata. 

Seja 

*<*,»)-/* (a»'+ 2 i + -i.) & - *» .» + si + i + *&,). 
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Então 


ÊJL 

dy 


- ** •' _ fr - 3 V + *' w ■ *’ e * “ F ~ 3 7 • *' ^ " °- 

<p(y) = constante, 


£ 


z 2 . * 


e a primitiva é a ?e v + + *^- = C. 

0) Roolver (2®* y* + 4** y + 2ry2 -f zy* -f 2y) -f- 2 <y s -f ® 2 y +■ *) ày - 0. 

tr 

^^4z 2 y + 4x 2 +4xy-|-4*y 2 +2, ^ - 2 (2*y -f 1) ; a equação 
ay o-c 

não é uma equação diferencial exata. 

m bN 

°* 3x = 2x e o fator de integração ó e*' 7r ' ?r *= e**. Com ôsse 


N 

fator, a equação se transforma em: 

(2e 3 V 2 + 4z 2 ? 4- 2zjr* + sy< + 2j/)c*'dz 4- 2(y 3 -f z 2 y + x)e x 'dy - 0 

qao é uma cquaçSo dtfcroneial exata. 

* Seja [L (x , y) - ^ (2x 3 y 2 4- 4z 2 y 4- 2zy 2 -f zy* + 2y) = 

= f* $xf + 2 xSy*)e'dx+f\ 2 y+Ax*y)e'dz+J xy* e*' 

= z 2 y 2 e z> 4- 2xy e z +-^-y 4 e x 4-<*(v). 


dx 


Então 

= 2z 3 ye z * + 2®e** + 2y 3 e z * + 0' (y) - 2 (y 3 + x 2 y + *) e* , <*»' (y) - 0, 

• ^ , 
o a primitiva 6 (2z* y 2 + / Lxy 4- y 4 ) * " C. 


7) Mostrar que 


onde Mx + A’y não é idênticamente nulo, é um 


Mx + A y 

fator de integração da equação homogênea M (z, y) dx -f- N [x, y) dy «= 0 de 
grau n. Investigar o caso de Mx +Wy«0. 


Devemos mostrar que 


M 


dx + 


A* 


Mx +Ny M a + Ny 

çfio diferenciai exata, isto é, que 


0 é uma equa- 


J_ ( M \ _ J_ ( N \ 

ay \Mi + Ay/ dx \Mx + Ny) 

± ( M \ . <*' + *') lí - je ( a £ + lr + 'J?) _ 

dy \Mx + Ny) " ( Mx 4- -Vy) 2 


.. dM xsxt ir dN 
Ny-~-M N-My~ 

{Mx + Ny )* 
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dr 


{mt 4- V»/) 


+ 




(M* 4- -Vy)2 


w d:V .... dM 

Mar — 3/A -Nx --- 

dr dx_ 

[Mx+tfyf 


dy ( Mx + Ny) az {mx + Ny) 

v / d3f ó3A / dA r , d.V\ 

A \ àx +y dy) M V 1 àz + V dy ) tf (nM) - AI ( nN ) 

(Mx+Ay)* * (Mx+iVy)* 

(pelo Teorema de Euler sôbre as funções homogêneas). 

Se Mx +Ny =* 0, ontfio ^ e a equação diferencial se reclua a 

y dx -xdy = 0 para a qual 1/xy 6 um fator de integração. 

8) Resolver (xt + y*)dx-ry t dy = 0. 

A equação é homogênea e um fator dc integração. 

A equação se transforma em : ( j + dr - d?/ = 0 que ê uma 

equação diferencial exata. 

Seja p(x, y) = y ) dr - ,na: “f fr + 

Então ^ £ +*'<i0 --■■■£■» *'(v) - 0, 

e a primitiva 6 ln x - = Ci ou y 4 = 4x* ln x + Cx*. 

Aota. O mesmo fator de integração é obtido usando o processo de c) 
acima. A equação pode ser resolvida pelo método do Capitulo IV. 

9) Resolver y= dx -f (r 2 - xy - y 2 ) dy « 0. 

A equação é homogénea e = ^TT^j é um fator *! 

integração. 

A equação se transforma em : — , dr = ~ 7 ^~ ~ ff dy - 0 que é 


uma equação diferencial exata. 
Seja 




M(r, 5) 
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Então 



e a primitiva 6 


_JL_ 4. */ ft A . **-*v-?_ _ 1 

**-»* ^ v(*-v u ) y 


**-»■ 


tf' (v) = ~ » tf (y) = ln y, 

•5 ln + ln y - ln Cl ou (x-y) y* - C (1 + y)- 


10) Mostrar que ^ i ^ ’ quando Mx - Ny não é idênticamenfce nulo, é um 

fator de integração da equação M dx + N dy — yji (ay) dx -f x] t (xy) dy «0. 
Investigar 0 caso Mx - Ny idônticomonto nulo. 


À equação 


Stfi (*y) 


í/a (zy) 


—7 1-0 , r dx + r dy - 0 

xy J fi (xy) - U (xy ) } xy } fi (xy) - ja (xy ) } 

é upia equação diferencial exata porque 

TÍ1 f ) »h itr (IÍL */*\ f 9f* . , *h 

± f h ) " /a ^ +yi ~iF 

dy \z(Ji -/a)f ** (/i "/a) 2 *(/i ~/*) a * 

,/f -uÜ.. fí Yií. *M f */* 4 «/* 

i u \ y(Jl Í2) ~ i2y v^r--ãr) 

\y(Jx -/a)/ ” y l (/. -/a) a " y Ui -/a ) 3 * 


dz 
C 

rí 


rí_£_\ m /» \ = 

dy \í(/i-/2)í dz \y(/i-/2)/ 

»y C/i -/*)* 

Esta expressão é idênticamente nula porque y ~ = z -L^L. 

<fy dx 

Se Mx-Ny = 0, então — o a oquação so reduz a xdy-J-y ds—0 
com a soluçfio xy = C. N X 

11) Resolver y ( x a y 2 -f 2) dz 4- z (2 - 2x 2 y 2 ) dy = 0. 

1 1 

A equação é da forma yji (xy)dx+xj 2 (xy) dy = 0 e 


é um fator de integração. 

Com ésso fator, a equação so transforma em 

x*y 3 + 2, , 2-2z 2 y 2 , _ 

que é uma equação diferencial exata. 


Mx-Ny 8®V 
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dx 




Então 


«>-s 


<• (y) — \ ln y, 


e a primitiva é ln * - In y » In C, ou ar - Cy 2 

A equação pude ser resolvida pelo método do Capítulo IV. 

Reeolvor y (2 xy + 1) dx -J- s (1 4 2ry - x 3 y*)dy ~ 0. 

A equação é da fornia yf x (zy)c&+x/ 2 (zy) dy = 0 e 7 7- y. - =■ 

Mz — J\y x*jr* 

é um fator de integração. 

Com êsse fator, a equação se transforma em 
(_2 . 1 \\ - / 1 - 2 


+ ^id dx + (lk i + W~Í ) dv ^ 0 


\zV 

e é uma equação diferencial exata. 

Seja wf(±+± r) 


dx = ~ 


i 


du 


1 

x2y 2 ~ 3ÍV 

I 


+ * (r). 


Enta °' 17 = ^ + *' <»> - ,3^ ’W - - 


1 + 2 


*'<»>- -7 


* (u) - - 


e a primitiva é -foy- 


1 


*V 3z 3 y 3 


(7i ou y = Ce 


r |3zy-H)/(3z*»') 


13) Pelo exame, obter um fator de integração para cada uma das seguintes 
equações : 

0) (2 zy* e* + 2xy® + y) dx + (x 2 y* e v -x* y 3 -3x ) dy *= 0 (Problema 5) 

b) ( x 2 y3 4- 2y) rf* + (2x - 2*3 y 2 ) dy = 0 (Problema 11) 

c) (2 xy* + y) dx + (x + 2z z y - x* y*) dy = 0 (Problema 12) 

a) Quando a equação é escrita na forma 

y* (2 ze*dx -t- x 2 e' dy) -f- 2 xy 3 dx - z 3 y 2 dy + y dx - 3i dy « 0 

o tôrmo y* (W* dar + s 2 e* dy) = y«. (uma diferencial cxAtu) sugero que 
l/y* é um possível fator do integração. Para mostrar que 6 um fator de 
integração, verificamos que, com èle. a equação se transforma numa equa- 
ção diferencial exata. 
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b ) Quando a equação é escrifca na forma 2 (y dx +x dy) -f z 2 j/ 3 dx - 2x 3 y 2 dy « 0, 
o têimo (y lix+xdy) sugere 1 l(xy) k como um poãsível fator de integração. 
Um exame dos tônnos restantes mostra que cada um dêles será uma 
diferencial exala se k «* 3, isto é, 1 j(xy) 3 fôr um fator de integração. 

c) Quando se esereve a equação na forma 

(x dy -f- y dr ) -f 2 ry (x dy y dx) -x* y 3 dy = 0 

os dois primeiros tôrmos sugerem l/(xy)*. O terceiro termo será também 
uma diferencial exata se k = 4 ; então, l/(zy) 4 é um fator de integração. 


14) Resolver y dx + z (1 - Hz 2 y 2 )dy » 0 ou x dy -f y dx - 3z 3 y 2 dy — 0. 

Os têrmos xdy+ydx sugerem 1 j(xy)* e o último têrmo exige fc-3. 

Com o fator t~- » a equação se transforma em xdy ^ y - ,ix - — dy - 0 
(xy) f z? y* y 

cuja primitiva é õ ~ 3lny = Ci, 61n y = InC — ou j/ l = Ce v \ 


2c 2 y 2 


r 2 y* 


15) Resolver x dr -f- y dy -f- 4y3 (ar 2 +- y 2 ) dy — 0. 

O último tôrmo sugere 1 /(x 2 +y 2 ) como um fator de integração. 

A equação se transforma em + W&V ■« 0 e é uma equa- 

ção diferenciai exata. 

A primitiva é y 1° (a: 8 + y 2 ) + y 4 = ln Ci ou (x 2 4* y 2 ) e 2 ' 4 


C. 




16) Resolver x<fy-ydx-(I -x^Jdx — 0. 


, Aqui l/x 2 é o fator de integração, porque tôdas as outras possibilidades 
sugeridas por xdy —y dx náo satisfazem ao último tôrmo. 

Com êsse fator, a equação se transforma em 

- 0 *-° 

cuja primitiva é — — + x — C ou j+x 3 + 1 “ Cz. 


17) Resolver (z+x*+2x 3 y 2 +y*)dx+ydy ~ 0 ou xdx+ydy+(x a +y 2 ) 2 dx « 0. 
Um fator de integração, sugerido pela forma da equação, é • 

Com êle, vem : + dx - 0 cuja primitiva é - ^^ T ) + * = & 

ou (C + 2x) (x 2 + y 2 ) - 1. 
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18J Resolver x * d £+xy+ V^V - Ooua (xtfp +y«&) + Vl -*V d* - 0. 
O fator de intograçio — rodas a equação à fornia 

* V 1 -xV 

tdy + ydx ( dj _ Q 

V l -* 2 !/* 2 

enja primitiva é arc sen (ary) + In z - (7. 


19) 1W.W ou (^+V-»)^+(» 1 +x> ! , + I )áy-0. 

Dando-se à equação a forma {x* + 1 / 2 ) (r<& + ydy) -bxdy-ydx => 0 
oa termos zt/y -ydz sugerem vários fatôres de integração. Por tentativa! 
determino -st V(z a + s a ) que reduz a «juaçfio dada à forma 


xdy-ydx 

xdx + ydy + °» a«& + ytfy + 


1 + 


A primitiva é 


(*) 


0. 


f 2:3 + f V a + arc tjç - Ci ou x 2 + jr 2 + 2 arc tg = í7. 


20) Resolver x (4y <£t + 2* dy) + y 2 (3y dx + 5x dy) =- 0. 

Admitamos que multiplicando a equação dada por z* / tenhamos a 
equação 

* (4 *“ +, /t> t 210+1 + fa o+i /+**> - o 

em que cada doía tôrmoa seja uma diferencial exata. Ent&O, o primeiro 
termo de A) 6 proporcional a 


B) 

isto é, 

O 


d <,•**/+*) - (a + 2 ) *“ T < * + (, + !) x“ +2 y B dy, 


a-f 2 5+1 

— — e 


a- 25 = 0. 


D) 

iato 

B) 


Do mesmo modo, o segundo térmo de 4) é proporcional a 
d(*” +1 S+ 4 ) - (a + 1) x» / +1 dx + (8 + 4) r a+ 1 /** dy, 


é, 




«+1 5+4 



5 a - 3/9 


7. 


Resolvendo o sistema a - 25 - 0, 5 « - 30 = 7, temos a = 2, 5 - I . 


Com Asses valores, a equação A) ac transforma em : 

(4r* y*dx + 2x* ydy) + (3x 2 tf dz + 5x* y* dy) ~ 0. 
A primitiva 6 x 4 y 3 + x 3 y* = (7. 
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21) Rceolvor (8y dx + 8a dy) + z 2 y 3 (4ydx + &r rfy) = 0. 


a 0 


Admitamos quo multiplicando a equaçflo dada por x y tenhamos a 
equaç&o 

4 ) ( Sr 0 /*■'* + &,° +1 / dy ) + ( 4,“ +2 / + ‘ d * + 6,“ +S / +3 dy ) - 0 
em quo cada doia tènnog seja uma diferencial exata. F.ntão ô primeiro 
têrmo é proporcional a 

B) d <*“ + 1 / + *) - (« 4- 1) x a * dx + <0 + 1) x° + 1 / dy, 
isto é, 

P 0 -^- IL 

Do mesmo modo, o segundo têrmo é proporcional a 

D) d<*" + V +4 > = <« + 3) r“ +2 / +4 * + W + 4» ^" +3 !/ S+í 

isto é, 

B) «±».£±i. &.-4Í-1. 

Resolvendo o sistema a - 0 = 0, 5a - 4/S = 1, veui a = 1, 0 — 1. 
Com èaaea valores a equação A), ec transforma em 

(&TS- 2 ár + 8a 2 y dy) + (ix 3 y* dx + 5r 4 y 4 dy) “ 0. 

A primitiva é 4 x 2 y 1 + x* j/ 5 = C. 

Nota. Neste problema e no anterior não havia neceeádadc do so 
tomarem explícitos oe itens B) o D) pois, com um pouco do prática, as rela- 
ções C ) © B) poderiam ser obtidas diretamente de A). 


22) Resolver x 3 y 3 (2 ydx + x dy)-(5y dx + 1x dy) = 0. 

Multiplicando a equação dada por x* y* , vem 

A) (Sb" +S f+* & + *° +4 /-) * - (.^% S41 & + 7x° +1 / *) - 0. 
Se o primeiro têrmo de A) deve ser uma diferencial exata, vem 


+ 4 0 + 4 


e a - 2 0 = 4. 


2 1 

Se o pegando têrmo de A) deve ser uma diferencial exata, vem 


+ 1 0 + 1 


e 7<x - 50 = - 2. 


Resolvendo o sistema a - 20 => 4, 7a -5/5 = -2, achamos a = -8/3, 
0 = - 10/3. 

Então, de A), 

(& u V f * dxW" » -1 '* dy)-(&c~“’ r’' S dr+7x- 5, ‘ y-"^ dy)- 0, 
onde cada grupo de dois têrmos é uma diferencial exata. 
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A primitiva é; 


ou 


fv'V" + 

**11® +2 


C,, x'!’ 

Cx s '° y"\ 



PROBLEMAS PROPOSTOS 


23) Seleciona^ das equações abaixo, ae 


*) (s 2 -y)dx-xdy - 0 
6) y (x - 2y) dx - 1 3 dy - 0 
c) ( x 2 -f l/ 3 ) dz + zy dy - 0 
tf) (3* + 0 * ) dx + 2xy dy = 0 
e) (a: + y coa x) dx •+ sen x ày =» 0 

/) ( 1 +«*)<*» + 2 , i «_0 


que sfto diferenciais exatas e resolvô-las. 
Resp.: xy = *3/3 + C 

ficsp.; zy 2 + x 3 /3 = Ç- 
Eesp. ; a: 2 + 2y sen x - (7 
Resp:. p (1 + e 2 *) - C 


g) dx - V o 2 - x 2 dy = 0 

A) (2z + 3y 4- 4) dr + (3z + 4y + 5) dy - 0 

Resp.: x J -f-3xy4-2y 3 -f-4x+5y « C7 

*) (^y 3 +^<lc + (&c 4 y a -^dy = 0 

R«p. ; z 4 y* 4- ln (z/y) » C 

» 2 (u a + u*) du + (u* 4- P a )dc - 0 Resp. : 2u a + 3u 2 t> 4- v* - C 

k) (x V x 3 4- y 2 - y) dz 4- (y V z 2 4- y 2 - z) dy - 0 . 

Resp.; (x 2 -f-y 2 ) a/a -3zy = C 

*) fr + y + l)dz~(x^y-3)dy = 0 

m ) (* 4-y + l)dx -(y-z 4-3)dy » 0 Rwp. : s 3 -f 2xy - y* + 2z - 6y = C 

n) cosec 9 1 gâdr-(r cosecfl 4- tg 2 0) de => 0 

Rexp. .* r cosec9 = ln soctf + C 


0) ísS -íFí-pj +2 >' fa+ {íTi; +2l ' (I+,) }^ = 0 

*«?••• ln ~~ +(» + 1) (y* 4*2) — (7 

p) (2 zye stv + y a e W * 4- I) dx + (z* «*’*' + 2xye TV '- 2 y) dy = 0 

. Rtsp.: e x ' v -f- e**' 4-z-y 2 - C 


24) Resolver as equações não oonsidoradag acima [6), c), g), 0] empregando o 
processo adoquado, apresentado no Capítulo IV. 

Resp.: b) x/y = 21nz + C g) y = arc sen x/a -f C 

c) z*+2x*y***C l) ln V^+y 3 -2x4-4y4-5-arctg^~ = C 



52 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 

25) Peto exame da equação, determinar' um fator de integração para a a seguintes 
e resolvê-las. 

a) xâx + ydy~(& + y*)d* Resp.: *l/(x 3 +y 2 ) ; ** + i* - Ce 2 * 

, jb ) (2y-3x)dr -fxdy-0 R«p..‘ *; ***“*■ +C 

(x-y 2 )dx + 2xydy-0 awp.: l/x* ; i^+xtor-Cx 

d) xdy-ydx-ax^x 2 +**)<& Resp.: l/^+y 3 ) J arctg y/x - x 3 + C 

e) ydr-xdy + Inrdr - 0 Re«p..' l/x*; y + lnx + l~ Cr 

/) (3x2+ y*)dx-2xydy « 0 R«p.: l/x 2 ; Sr 2 - y 2 - Cx 

fir) (xy— 2y 2 )dr-(x 2 -3xy)dy =* 0 Resp.: 1/xy 2 ; r/y + W* 3 ) - C 

h) (x -f y) dx - (x - y) dy - 0 Resp.: l/fe*+y*); x 2 +y 2 -Ce Zwct8, ' rt 

0 2ydx-Sxy 2 dx-xdy m 0 • Resp.: r/y 3 ; a^/y-x 3 - C 

i) y dx 4- r (s 2 y - 1) dy = 0 Resp.: y/x* ; 3y 3 -2x 3 y 3 - Cx 2 

àj) <y4-x 3 y4-2x 2 )dz4-(*4-4ry<4-8y 3 )dy«=0 

Resp. : l/(xy+2) ; ln (zy + 2)* 4- X a + 3J/ 4 - C. 


26) Determinar um fator de integração para as seguintes equações e resolvê-las. 
a) xdy-ydx ~ z 2 e* dz 


b) (1 + y 2 ) dr = (x + x 3 ) dy 

c ) (2y - x 3 ) dx 4- x dy - 0 

d) y 2 dy 4- ydx-x dy = 0 

«} (3y® - xy) dx - (x 2 + 6xy 2 ) dy - 0 
J) Zx*tfdx + a?y-$)dy = 0 
y) y (x -h y) dx - x 2 dy * 0 

(2y4-3xy*)dx + (x + 2x 2 y)dy - 
0 yCi^-íx^dr 4-x(2y 2 -x*)dy =* 0 


Resp.: y - Cx+xe* 

Resp. : arc tg y * In r/(r+l) + C 
Resp : x 2 y - a 5 /5 - C 
R*sp. : y 2 + x = Cy 
R sp. : Zy 2 + x ln (xy) **= Cx 
Resp. : 3? y* - 4y* - C 
Resp. : x/y + ln x =■ C 
0 R«rp. : x 2 y (1 +• xy) “ C 
Resp.: x 2 y 2 (y 2 - x 2 ) - C 


27) Mostrar que ^ / (l/*) é 11111 fato ’ <* e integração de zdy-ydx ~ 0. 
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EQUAÇÕES DE PRIMEIRA ORDEM 
E PRIMEIRO GRAU 

Equações Líuearcs c Equações Redutíveis a Essa Forma 


A equação 


\í 


0' 


0) 


dy_ 

dx 


+ vP<*) - «(*), 


cujo primeiro membro é J iacar, tanto na variável dependente como 
na derivada, é chamada' uma equação linear de primeira ardem. 
Por exemplo, 

~ + Zxy = sen x é linear, enquanto que ^ 4- sen x não o é. 


■ d f J 

Como —{ye j = 


/ P(í)áx 




y-PW 




é um fator de integração de (1) e sua primitiva 4 


ye 


/ «*>• 


/ 


^ f P(x)dx 

Q(x)*e dx-\-C. 


(Ver Problemas 1-7). 
Equação de Bernoulli. Uma equação da forma 
“jj + y p tó = 2/* 0(l) ou jr"-^ + ÍT" +1 P(.z) - Q(í) 

reduz-se à forma (l),espoelficamente, + v { (1 - n) P(s) j - 
- (l-n)Q(i), pela transformação 

r-«-* r-ÈL-'* 

í/x 1 - n di 

(Ver Problemas 8-12). 
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Outras equações podem ser reduzidas à forma (1) por meio de 
transformações adequadas. Como nos Capítulos anteriores, nenhuma 
regra geral pode ser estabelecida ; em cada caso, a transformação 
é sugerida pela forma da equação. (Ver Problemas 13-18). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

EQUAÇÕES lineares 


dy 


1) Resolver £ + 2xy™ 4z. 


/ ' r f P(z)áx r i 

P{z)dz—J 2xdx = x* e e J «= e 6 um fator de integração. 

Então yt' = J 


*'dz ■= 2e** + C ou y^J + C!#"* 1 


2) RcaolTcr x ^ = y + x* -f - 2x ou ^ — y x 5 -h 3x - 2. 

ax ax x 

J P (z)dx - J- ^ - \n x e n 1 = ^ ,im fator integração. 

Então 

y ~ ■» y ^z+3-^rfx = yi 9 + 3x-21nz + Cj 
ou 2y « a? + fo a - 4x ln x + Ca:. 

3} Resolver (z-2)^ - y + 2(x~2) 8 ou ^ y - 2<x-2)*. • 

ax ax x — l 

J P (s) dx =■ - y = - ln (x - 2) e um fator de integração é 

% — ia (x — 2 ) 1 

6 


2-2 


. Então y(^)»2 y (*“2)».~cte- 2 y <x-2)dx = (x-2? + C 

y »(r-2)* + C(*-2). 


ou 


4) Resolver ^ + y cotgx — &c°* X . Achar a solução particular oorrespoedonto 

ax 


a 2 - y & L 


Um fator de integração é 


/ ootgxdc Lneenx 

= e = aens 

y sen x = 5y e cu ’ * sen x dx = - 5e ct>9 * + C. 
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Quando * - f T, y - -4 ; (-4) (I) =- - 5(1) + C e C - 1. 
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A solução particular é 


t r 00e * , 

y sen x -+ bc — 1. 


5) Resolver 13 + (2 - 3**)? = x* ou ® y - 1. 

/•2-&* 1 , 2 
J ~ 3 *n * e um fator de integração é ^ . 


Então 


— Tv-* = J __ i/*« " í/T 7 + ^ °u 2^x3 + ^ é V *\ 
s J e ir 3 #? 2e 


6) Resolver ^ - 2y cotg 2a; = I - 2r cotg 2r - 2 cosec 2x. 


rf 


2 cotK ' 2 x dr —lo «m Ir. 


Um fator de integração é e ' = e - cosec 2r. 

Então y cosec 2r =* y (cosec 2r-2z cotg 2x cosec 2z- 2 cosec* 2*) de -= 
= z cosec 2x -f cotg 2x + C ou y = ar + cos 2x + C een 2r. 


7) Resolver y la y dx + (x -ln y)dy = 0. 

A equação, tomando x como variável dependente, pode ser escrita do 

seguinte modo ; ~ d — x = -L . 

dy y ln y y 

v , , fàv/(yin V ) to(tai) 

±/ntao « * ff “ ln y é um fator de integração. 

Daí, * ln y - y ln y ^ i l n = y+K e a solução é ln y - ln a y+C. 


EQUAÇÃO DE BERNOULU 

8) Resolver ^ - y - xy* ou y~* ^ - y~* — *- 

A transformação y~* - v, y“ 8 ^ ~ ^ reduz a equação a 


1 dr 


dv 




Um fator de integração é 
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EntSo 


t^ x - -4 J + C, y" 4 ***- -*«** + f ^*+<7, 


+ CV-«*. 


9) Resolver ^ + 2iv + rv 4 » 0 ou v~ 4 ^ 4- 2rj/~3 - -z. 

A transformação y -3 = r, - 3 y~* reduz a equação a 

dv „ 

3 — for = 3r. 

ax 


Uaando o fator da integração e 




dz -3x* 

= e , temoa 


■3*» f -3z' 1 -Jr* 1 1 ,.3i> 

= 4 ^ = " 7 e +C ou - = -J +* • 


á v . 1 _ 1 


áy . i 


10) Resolver £ + j » - y (1 -2z)y* ou iT 4 £ + T r 3 = fd “2c). 


A transformação y * » v, - 3y~ 4 ^ ^ reduz a equação a 

<te ax 
dv 

j — r — 2x - 1 

dz 

para a qual é um fator de integração. Então, integrando por partes, 
ve~* = f (2x~l)e- x dx - ~2xe~ x - t~ x + C ou 4 - “ 1 “ 2* + Ce*. 


1 1) Resolver + y = y 2 (cos z — sen z) ou y -3 ^ + y 1 = cos z - ; 
ax ax 

A transformação y~ l = v, - y -3 -r = rr reduz a equação a 

ax ax 


T*” v » senz-cosz 
dr 

para a qual c~* é um fator de integração. 


Então 


’~ z “ / (seu * - cvs i) e -1 dx = ~e * acn x -f- C ou 4 ~ — seu z -f- Ce*. 
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12) Resolver x dy- { y 4- zy 3 (1 + ln 2 ) J dx » 0 ou i/ 3 ~ y~ 2 — 1 4- )n x. 


A transformação y 2 - v, - 2y~ a ^ ^ redu* a equação a 


/**< 


de 2 

5 + 7 ,.- 2 (l + iax) 


para a qual e - a 3 6 um fator dc integração. 


Então 


VX 3 - -2 J (x 2 4-z 2 ln z)«ir - - -i z 3 - J- z 3 ln x 4- 


^--f-*’(j+ , n*)+ c 


OUTRAS SUBSTITUIÇÕES 

13) Uma equação da forma /'(y)^+/(tf)P(r) - Ç(r) á ama equação linear 
de primeira ordem — -f vP (x) = Q (x) na nova variável v - j(y). 

[Note que a equação de Bercoulli y~ n ^ p ( x ) = Q (*) ou 

<“» + Oir*^ +JT" +1 (-n + 1)P(*) - <-n + 1) Q (x) é um exemplo.) 

Bãaohtr ^ + 1 « 4e~ F sen x ou e , '“ 4- e* = 4 gpn or. 

Na nova variável o -/(y) « e r , a equação 6 ~ ® = 4senx para 

a qual «* é aro fator de integração. 

Então 

»*“ 4f** K tjzazdx - 2e*(8fflia;-eo8x)+-C ou e'- 2(íen2-co8x)4-Ce _ *. 

14) Resolver eeu y ^ - coaz (2cosy-sen a x) ou -sen +cosi/(2cosi) - 
- sen 8 z coe z. 

Na nova variável c ■= cos y. a equação è — 4- 2o cos x => sen 2 z cos 2 

r ^ j n * 

para a qual e 2 -' *= « * e °* 6 um fator de integraçáo. 

Entio m * — J e 2 wn * $cn J xcosxdx — 

1 2 na * , ia» , , 2soDr , „ 

T 9 ®® n x- y t acn j+|í 4 - C 


coe y - y sen 2 r-~-eea24--J-4- Ce~ K ° * 


Entio 
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15) Resolver seu y ~ - cos y (1 -x cos y) ou — — — - -z. 

dx cos 2 1 / dx co sy 


dv 

dx 


Co un» , fazemos v - — — e obtemos a equação 

(íy voas y/ c<B 3 y cosy 

■v = - 2 . 

Usando o fator de integração e~~ x , vem 

ve~* = f r -xe~ x dx — xe~ x 4- t~ z + C ou v -» — — - ssc y =« x 4* 1 4- Ce*. 
J cosy 


16) Resolver x*^- y + 3 t> y - x 2 = 0 ou xdy-ydx 4 - 3 x a ydx -x 2 dx = 0. 
Aqui (x d<j - y dx) sugere a transformação — = v. 

EntSo x (Í V - ^J ,fIx + 3z 2 -- dx - dx » 0 reduz-se a ^ 4- 3 x 2 v = 1 para 
a qual e*' é um fator de integração. 

Logo, ve* = f c z dx + C ou y = xe f e x dx 4- Cxe" x \ 


A integral indefinida não podo 8©r expressa em têrmos dc funções 
elementares. 

17) Resolver (4T 2 s - 6) dr 4- r 3 ds - 0 ou (r ds 4- s dr) 4* 'às dr = ^ dr. 

O primeiro têrmo sugere a substituição rs = t que reduz a equação a 

<# 4' # 7 # -5* 0 U 5+7 < -^ 

Então r 3 é um fator de integração e a soluçfio é 

3 . C 


fr 3 = r*s 


+ C ou . = 


* - 

18) Resolver x sen OdB 4* (z 3 - 2x i cosí 4- cosí) dx ■» 0 


ou 


ssenídí 4 “ cosídz , 0 _ , , 

; h 2 ccuedx — xdz. 

x 3 


A substituição xy — cos í, dy = - 


1 sení dí+cosâdz 


reduz a equação a 


dy 4- 2 xy dx — x dx ou ^ + 2ay — s. 


dx 


Um fator de integração é e‘ o a solução é 


ye 


cos 

X 


-e a *J‘t*zàx c:a ^e x +K ou * 2 cosí = z + Cxe~ x \ 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 


19) Daa equaçõee abaixo, verificar as que s&o lineares, estabelecer a variável 
dependente e resolvê-las. 


a) dyjdx + y =» 2 + 2z 

b) d P ide + 3,-2 õ í V 

Ve > 

% d ) ar dy - 2y dx - (a - 2) e* kx 
e) dt/ií - 6» = 10 sen 2/ 

D àytdz +y-y2 e * 

O) ydx + (xy +x-3y)dy = 0 
h) ( 2 s - < 2 *) da - 2 («s* 1 - cos 2 í) <Ü 
*) zdy + ydrsz^dz 

Í) *■ + (2r cotgtf -f seu 2*)dfí - 0 


k) y (1 + y 2 ) dar = 2 (1 - 2zy*) dy 
0 yiS-Btf 1 -* - o 

m) zdy-y dz «= x -/z* -y 2 dy 

n) «i (0 dx/dí +■ (í) - 1 

o) 2 dr/dy - x!y + x 3 cos y = 0 
P) - y (1 -xtgx) -f-i 9 co8z 

ff) (2 4* y 2 ) dx - (xu + 2y + v*)dv =■ 0 
r) (1 +■ y*)dx - (arctgy- z) t/y 
«) (2xy* -y)dx-f-2zdy = 0 

0 (1+ sen y) dx - 

= [ 2 y coa y -x (sec y + tg y)]dy 




*pos 1 

!gs : 


a) 

i/; 

P. L, 

«* ; v - 2 x + Gr* 

*> 

p; 

F. I., 

< 3 *; 3p = 

2 + Ce ^ 


y; 

F. I., 

l/z 2 ; y = 

fl^ + Cz 2 

•> 


F.X., 

e-®«; i = 

- -j- (3 sen 2/ -f- cos 2í) + Ce°* 

9 ) 

*; 

F. I., 

ytf v ; ary - 

3 (y - 1) + Ce~ v 

j) 

r; 

F. I. , 

8 en 2 0 ; 2r ; 

sen 2 0 -f sen 4 í = C 

fc) 

*i 

F. I., 

(1 + y a )* ; 

<l + y a )*x = 21ny + y 2 +C 

«) 

ar; 

F. L, 

fwtwwti f WDtíhtM r 1 f 

9 ’ ye -Jm e 

P) 

y; 

F. I., 

i 

x cos x 1 y 

" Z 2 COS Z -f- Cz C03 z 

ff) 

*; 

F.I., 

1/V 2 +• y 2 ; 

x-2 + V*+Cj<l+y* 

r) 

x; 

F.I., 

e arolg «; z 

= arctgy -1 + C , r arct **' 

0 

*; 

F. L, 

sec y + tg j 

i; x(8ecy + tgy)~y2+C 


20) Das equações nfio consideradas no Problema 19, resolver aquelas que são 
do tipo da equação de Bernoulli 
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Respostas: 

e ) ir 1 “ t>; l/y = 1-z + Or-* i) y-*-*; 2/y*-Cz* + 5** 

ir'-»; (C + i)ví' + X-# í) v s -í; y» - 1 + C«*' 

o) ar 3 - r; ar 2 y-coay-fyseny + U 
•) ít 4 -*; 3a 2 - (4x* + O) y* 

21) Resolver as equações restantes, h) e m), do Problema 19. 

JBesp oaíos : 

A) e 2 - w 3 ' + sen 2í «■ C ffi) y *■ a; sen (y + C) 

22) Resolver: 

а ) xy' ® 2y -f z* e r sabendo que y - 0 quando x - 1. 

fí«p..* y = z* (e* - f) 

б) L? +# - Ebch2L onde L, R, E sâo constantes, sabendo que 

al 

i - 0 quando t - 0. 

B«p.: « - + 4Í ? (B sm a - 2L C08 2í + 2le~ Btíí ) 

23) Resolver: 

o) ' a: 2 cos y - 2i sen y - 1, usando sen y “ z. 

fleip.; 3zsen y - Cz 3 + 1 

6) 4z 2 yy'«3z(3y 2 +2) + 2(3y 2 + 2) 3 , usando %* +2- z. 

Rup.: 4z* « (C-8* # )(8|i* + 2) 2 

c) (zy 3 - y 3 - x 2 e*) dz + 3ZJ/ 3 iy - 0, usando y* - rz. 

Reep.: 2y* e* = ze 2 * -f Cx 

à) dyldx + z(x + y) = zHx + y) > -l. Retp.: l/fe+^-^+l+Cí 11 
e) (p + e # - e -1 ) dz + (1 + e y ) dp * 0. IUep.: y f e» ■ (a ■}• C) r : 



Capítulo VII 

APLICAÇÕES GEOMÉTRICAS 


No Capítulo I mostrou-se que se podia obter a equação dife- 
rencial 

W l(x, y, j/0 = o 

de uma família de curvas 

(2) g(x, y, C) » 0. 

A equação diferencial é a expressão analítica de uma certa 
propriedade comum a tôdas as curvas da família. 

Inversamente, se fôr dada uma propriedade cuja representação 
analítica envolva derivadas, a solução da equação diferencial resul- 
tante representará uma família de curvas, com um parâmetro, 
possuindo todas a propriedade dada. Cada curva da família é 
chamada uma curta integral de ( 1 ) e curvas integrais particulares 
podem ser caracterizadas na família por meio de propriedades adi- 
cionais. Por exemplo, um ponto pelo qual deve passar uma curva. 

Por conveniência, aparecem abaixo relacionadas algumas pro- 
priedades que envolvem derivadas. 


Coordenadas Retangulares. Seja (x, y) um ponto qualquer 
de uma curva F{x t y) = 0. 
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ô) ^ éa inclinação da tangente à curva em (x, y). 

6) és inclinação da normal h curva on (x, y). 

e) y-i/-^(X-r)é» equação da tangente em (ar, y). sendo (X, Y) 
hz coordenadas de um ponto da tangente. 

d) y-j=-^(X-r) éa equaçfio da normal em (r, y), sendo (X, F) 
as coordena Jas de um ponto da normal. 

«) x-v'-r © y -ar «ão os segmentos determinado® pela tangente sôbre 
ay ax 

os eixos dos x e doa y. 

f) x+y~ e y + s&oos segmente» determinados pela normal sôbie 

ar ay 

os eixos dos z e dos y. 

I) Vyí 1 + (^) 2 e * 4 1 -f- 6&o os comprimentos da tangonto 

entre (x, y) e os eixos dos x c doa y. 

M » >/ 1 + (si)’ ex y[*-+ são os comprimentos da normal 

entre (x,y) e os eixos dos x e dos y. 

i) y ( ~r e y são os comprimentos da subtangente e da subnormal. 
ciy dx 

A * - v <<w + w = i+(fy - ($y 6 ““ 

arco elementar. 

fc) ydt ou xdy é uma área elementar. 


Coordenadas Polares. Seja (p, 0) um ponto qualquer de uma 
curva p = j(&). 
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l) tgt = pj^ • onde ^ é o ângulo entre o raio vetor e & tangente (parte 

compreendida cnfcre a curva e o eixo polar). 

m) ptg^-p 3 ^éo comprimento da aubtaageute polar. 


n) p cot« \f/ 


<b 

de 


Â o comprimento da subnormal poUr. 


o) psen^=p 2 — óo comprimento da perpendicular do polo à tangente. 


v) TjM* + p*m 3 = dp 

arco elementar. 


J i+f, (S)‘ = d9 v© s+ ' í 6 um 



2 


p 2 d8 ê uma área elementar. 


Trajetórias. Qualquer curva que cortar todos os elementos 
de uma família de curvas, sob um ângulo constante w, 6 chamada 
uma trajetória « da família. Uma trajetória a 90° é comumente 
chamada uma trajetória ortogonal da família. Por exemplo, na 
Fig. (a) abaixo, os círculos que passam pela origem, tendo centros 
no eixo dos y, são trajetórias ortogonais da família de círculos que 
passam pela origem, tendo centros no eixo dos x. 



Para determinar tais trajetórias /temos : 

A) As curvas integrais da equação diferencial 

» >(-’• - » 

3&o as trajetórias u da família de curvas integrais de 

( 1 ) /(*. v, y’) - 0 . 
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Para provar, consideremos a curva integral C de (1) e uma 
trajetória w que a corta em P(x, y), como se vê na Fig. (&), acima. 
A cada ponto de C, para o qual (1) define um valor de 1 /, associa- 
mos um conjunto de três números (r, y, y 7 ), os dois primeiros sendo 
as coordenadas do ponto e o terceiro sendo o valor correspondente 
de y f dado por (1). Anàlogamcnte, cm cada ponto de T , para o 
qual liá uma reta tangente, associamos um conjunto de três números 
(r, y> y'), os dois primeiros sendo as coordenadas do ponto e o 
terceiro a inclinação da tangente. 

Para evitar confusão, designaremos os números associados 
aos pontos de T como (r, y, y'). Da figura, x - í, y = y em P, 
enquanto que t/ = tg 9 e y' “ tg 4 estão ligados pela relação : 

. . . ^ tg»-tg« __ r-tgo 

y g g 1 + tg <fi tg u 1 + y' tg O) 

Então, em P (um ponto qualquer do plano) sôbre uma traje- 
tória, existe a relação 

ou, retirando as barras : 




B) As curvas integrais da equação diferencial 

(4) /(*, y, — ^r) “ 0 

são as trajetórias ortogonais da família de curvas integrais de (1). 

C) Em coordenadas polares, as curvas integrais da equação 
diferencial 


/(ft «. - 


são as trajetórias ortogonais das curvas integrais de 


(-•£) 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) A ordenada na origem, da tangente a üm ponto qualquer de uma curva é 
ó 2 xy 2 . Achar a curva. 

Usando e), o equação diferencia! da curva 6 

ou £teZ*ÊL- **. 
ax \r 
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Integrando, j - x 2 + C J {x y) J 

ou x-&y=* Cy. 

A equação diferencial pode — ^ !y-2*y 2 

ser, também, diretamente obtida . I J 

na figura ao lado . ‘ . x 

dy m y - 2xy 2 2 ry 5 

d~ x * 

2) Num ponto (r, y), qualquer, de 
uma curva, a subtangente é pro- 
porcional ao quadrado da abscifsa. Achar a curva, sabendo que passa 
pelo ponto ( 1 , e). 

Usando t), a equação diferencial 6 y~ - kx* ou onde 

K à o fator de proporcionalidade. “Sf &* . V 

Integrando, A: In y = - i 4- C. . 

x 

Quando x ~ 1, y •= e: fc«-l + C e C»fc + L 

A equação da curva procurada 6 fclny ■-•i + fe + 1, 

• x 

3) Afhnr a família de curvas para a qual o comprimento da parle da tangente 
entre o ponto de contato (x, y) c o eixo doa y é igual à ordenada na origem, 
«la tangente. 

De g) e e), vem: + *y~ x % *> z* = y*-2 xy^- 

A transformação y = «rj roduz A) a 

0 +t*)dx + 2v í .d» = 0 ou * + ^£ÍL = 0 . , 

r 1 -h c a 

Integrando, In x -f ln (I -f- ifl) = ln C. 

Então 2^1+ = C ou a? 4- y 2 - Ox 6 a oquaçáo da família, 

4) Por um ponto (r, y) qualquer, de uma curva, que passa pela origem, tra- 
çoiu-sc rotos paralelas aos eixos coordenados. Achar a curva, sabendo que 
cia divide o retângulo formado pelas paralelas e os eixos em duas partes, 
sendo a área de uma trés vôxca a área da outra. 


Temos dois casos, ilustrados abaixo. 


P(x.y) 



P(x.y) 




66 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


a) Aqui, 3 (área OAP ) — área OPB. Então : 

3 I yàx^xy- / y dx ou 4 / ydx = xy. 

Jc J o J o 

• 

Para obter a equação diferencial, derivamos cm relação a x. 

» • . - dy dy 3 y 

Assim, 4 y = j, + * — ou = — * 

A integração dá a família de ourvas y — ftt 3 . 
ò) Aqui, área OAP = 3 (área OPB ) e 4 y dr = 3xy. 

A equaçfio diferencial é — ■» e a família de curvas tem a equa- 
ção y* =* Cx. 

Como as equações diferenciais foram obtidas por derivação, podem 
aparecer soluções estranhas. É necessário fazer uma verificação, calculando as 
áreas. Nos casos acima, as curvas satisfazem. Entretanto, ver o Problema 6. 


6) As áreas limitadas pelo eixo dos z, uma ordenada fixa em x = a, uma orde- 
nada variável e a parte de uma curva interceptada pelas ordenadas, giram 
ao redor do eixo doa x. Achar u curvo sabendo quo o volume gorado 6 pro- 
porcional à : a) soma das duas ordenadas, b) diferença das duas ordenadas. 

a) Seja A o comprimento da ordenada fixa. A equação diferencial obtida 
derivando 


(D 


r j* y 2 dx = k(y 


-M) 


dy 


é xy 2 = fe — • Integrando, vem 


(2) y (C - *x) * k. 

Com o valor de y dado por (2) caicula-se o primeiro membro do (1), 

dx k 2 fc 3 


(3) 


A < c - 


*-r) 2 C — icx C — m 


k(y- A). 


Assim, a solução 6 estranha e não existe nenhuma curva com a 
propriedade a). 


b) Repetindo o processo acima com 

(10 y z dx - k (p - A), 

dy 


obtám-BG a oquaç&o diferencial ry 2 = ^ dx cu * a solução é 
(20 y(C-*x) = k. 

Vê-se de (3) que esta equação satisfaz (10- Assim, a família de (20 
tem a propriedade citada. 
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6) Achar a curva na qual, em qualquer ponto, o ângulo formado pelo raio 
vetor com a tangente é igual a um fcêrço do ângulo de inclinação da tangente. 

Sejam d o ângulo de inclinação do raio vetor, t o ângulo de inclinação 
da tangente e ^ o ângulo entre o raio vetor e a tangente. 

Como * = y = +0)fc , temos + = \ 0 e fcg tf =• tg -J- 0. 

Com T), tg * “ P " tg y 9 « daí ~ = cotg j 0 dl. 

Integrando, 

ln p = 2 ln sen -J- 0 + In Ci ou p =■ C x sen 2 ~ * *= C (1 - ccs 0). 


7) A área do setor formado por um arco de uma curva e pelos raios vetores 
extremos 6 a metade do comprimento do aroo. Achar a curva. 


Admitamos os raios vetores dados por 6 = di e 0 = 0. 


+ P 2 do. 


c° m?)cp) ’ p,d, ~ i £ V®) 

Derivando em relação a 0, temos a cquaç&o diferencial 

P 3 - ^ + O 3 ou U) dp = ± p V p J -ld6. 


Se p 2 = 1, (1) se reduz a dp =* 0. Verifica-se fàciímcntc que p — 1 
satisfaz à condição do problema. 

Se p 2 V a 1, podemos dar à equação a forma ~ =-r «= ± d$ e 

p \T^T 

obter a solução p = sec (C ± 0). Assim, as condições são satisfeitas pelo 
círculo p = I e pela família de curvas p = sec (C -f 0). Note que as 
fauiQiaà p = sec (C -f 6) c p = sec (C - 0) sfto aa mesmas. 


8) Achar a curva, na qual a porção da tangente entre o ponto de contato e o 
pé da perpendicular traçada do pólo sóbre a tangente é um térço do raio 
vetor do ponto de contato. 



P 



0 
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Na Figura (a): ? - 3a — 3 P cos (*■ - =- - 3p o» s oos yfr » - 1/3 

c tg ,4 = - 2 V2 . 

Na Figura (&) : p = 3a » 3p cos ^ e tg i> - 2 V2 . 

Com 0 c combinando 03 dois oaaos, 

ou 

As curvas procuradas são as famílias p=Ce 0 2 ^ e p = Ce . 


9) 


Achar as trajetórias ortogonais das hipérboles xy ” C. 

A rquação diferencial da família dada é x ^ + y = 0, que se obtém 
derivando xy ** C. A equação diferencial das trajetórias ortogonais, que 
se obtém substituindo — por é ^ ^ + 3/ ^ 0 ou ydy-xdx =0. 

Integrando, as trajetórias ortogonais constituem a família de curvas 
(hipérboles) y 2 -x 2 - C. 




Problema 10 
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10) Mostrar que a família de cônicas homofocais = 1, onde C é 

uma constante arbitrária, encerra as próprias trojctória8 ortogonais. 

Derivando a equação dada, em relação a x , temos ~ — — 0, onde 

C C — A 

V “ -jr • D*í f*e conclui quo C= — ~ — o C - \ « z22!L. Entrando com 

ar * + z + yp 

ôsses valores na equação dada, acha-se a equação diferencial da família: 

(x 4- vp) (px - y) - Ap = 0. 


Como esta v^u-y«v ■>»« 
que ela 6 também a equação 

dada. 


equação não varia quando p é substituído por - l/p, vê-se 
im a equação diferencial das trajetórias ortogonais da família 


11) Determinar as trajetórias ortogonais da família de cardióides p-C (l+sen0). 

Derivando om relação a 0 vem =* C cos 6, . C = — — — • 

dO cos 0 dO ’ 

substituindo o valor de C na equação, acha-so a equação diferencial da 
família : 

dp p cos 6 
dO l-f-sen0 

A equação diferencial das trajetórias ortogonais, que se obtém substi- 
tuindo 33 por -~-y é 

dO dp 


d0 


cos 6 


dp 

dp p (1 -f- sení) ° U p + 

Então 

In p -f ln (sec0 4- tgê) - ln cosfl = ln C ou p 


+ t %e)dO - 0. 

Ccos 0 


C( 1- sen tf). 


sec 8 •+ tg o 

12) Determinar as trajetórias 45“ da famílU de círculos concêntrico s ri + y ? - C. 
A equação diferencial da família do círculos 6 x 4- yy' - 0. 

A equação diferencial da trajetória 45°, obtida substituindo y' na equa- 

i SSãHÍ*-' 

y' — 1 

* + y m? “ 0 ’ ou + 


Com a transformação y =» nr, a equação se reduz a 

d* , * 4- 1 

x 

Integrando, 


(í a + l)<fc , + *(» + l )*>-0 ou ^ + 


Inz + f l) + arctg» -In#, , lna^U + r*) * ln#- 2 arctg» 

o I a 4-y* - Ke- 2 ' roi " vh . 

Em coordenadas polaros a equação se traneforma em 

? = Ke™ ou = C. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 


13) Achar a equação da curva em que: 

a) a normal em qualquer ponto (i, y) passa pela origem. 

Resp. : x* + y* - C 

b) a inclinação da tangente em qualquer ponto (x, y) é y da inclinaçfio 
da reta que liga a origem ao ponto. 

: y 2 — Cx 

c ) a normal em qualquer ponto (ar. p)«a reta que une a origem ao ponto 
formam um triângulo isósceles tendo a hase no eixo dos t. 

Resp.: y 2 - x 2 — C 

d ) a parte da normal, traçada no ponto ( x , y), situada entre êste ponto 
e o eixo dos x é dividida ao meio pelo eixo doe y. 

Resp.: y 2 -f 2^ = C 

e) a perpendicular, traçada da origem a uma tangente à curva, é igual à 
abscissa do ponto de contato (i, y). 

Resp.: x 2 *f S 2 = Cx 

/) o comprimento do arco da origem a um ponto qualquer (s, y ) ê igual 
ao dôbro da raiz quadrada da abscissa do ponto. 

Resp.: y = ± (are sen V x - \-^z-x 2 ) + C 

g) a subcormal polar é o dôbro do seno do ângulo vetorial. 

Resp. : p = C - 2 cos ff 


h ) o ângulo eitre o raio vetor e a tangente é a metade do ângulo vetorial. 

Resp. : p ** C(l- cos ff) 

t) a subtangente polar é igual à subnormaJ polar. 

Resp.: p = Ce° 


14) Achar as trajetórias ortógonais do cada uma das seguintes famílias de curvas. 


a) 

x + 2y = C 

Resp. 

y — 2x = K 

b) 

xy = C 

Resp. 

z*-y* = K 

c) 

x 2 + 2y* - C 

Resp. 

y - Kx* 

d) 

y = Ce~ 7z 

Resp. 

V 2 =x + K 

«) 

y 2 = x*KC-z) 

Resp. 

(* 3 + y 9 ) 2 = K Wx* + y 2 ) 

S) 

V = x - 1 + Ce~ x 

Resp. 

r = y - 1 4- Ke~ 7 

9) 

y 2 = 2x*(l- Cx) 

Rerp. 

x 2 4- Zy* Ia (Ky) « 0 

h) 

P — a cos 6 

Resp. 

p = b nen 0 

i) 

p - a (1 + seu 0 ) 

Resp. 

p = b (1 - sen 9) 

3) 

p - a (sec 9 + tg ff) 

Re&p. 

p = be 
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Muitas das aplicações dêste capítulo, e de outros seguintes, 
relacionam-se com o movimento de um corpo em linha reta. Se o 
eorpo se mover com velocidade variável v (isto é, movimento va- 
riável), sua ♦aceleração, dada por — > decorre de uma ou mais 

fôrças que agem no sentido do movimento ou no sentido oposto. 
A fôrça resultante que age sobre a massa é a soma (algébrica) das 
diferentes fôrças que atuam sôbre o corpo. 

Exemplo 1. Um bote se move sujeito a uma fôrça de 20kg 
no sentido do movimento e a uma fôrça resistente (em kg) igual a 

T - f : de sua velocidade (m/seg). Tomando o sentido do movimento 

v 

como positivo, a fôrça resultante é 20 (em kg). 

50 

Exemplo 2. Â extremidade livre de uma mola, de massa des- 
prezível, suportada verticalmente, prende-se uma certa massa e 
deixa-se em repouso. Há duas fôrças agindo sôbre a massa : .a da 
gravidade, que atua para baixo, e a fôrça da mola, que contraria a da 
gravidade. As duas fôrças, sendo de sentidos opostos, são iguais 
em intensidade, porque a massa está em repouso. Logo, a fôrça 
resultante é' zero. 

A segunda Lei do Movimento, de Newton, estabelece, em 
parte, que o produto da massa pela aceleração é proporcional à 
fôrça resultante que age sôbre a massa. Quando, pelo sistema de 
unidades empregado, k = 1 , temos : 

massa X aceleração ~ fôrça resuUanle. 


O Sistema Inglês é baseado nas seguintes unidades funda- 
mentais : libra-jórça (pêso de uma libra), pé de comprimento e 
segundo dc tempo. A unidade de massa é derivada e é o sluç, defi- 
nida pela relação: 


Assim, 


massa em dugs = 


pêso em libras 
g em ft/seg 2 


massa em slugs X aceleração em jt/seg 2 = fôrça resultante em libras. 
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O Sistema Gravitacionnl Métrico ou MKS é baseado nas 
seguintes unidades fundamentais : 

metro (comprimento), quilo gr ama~jôrça y segundó (tempo). 


A unidade de massa é derivada e não tem. nome especial: 


unidade MKS de massa — 


quilograma -fârça 
metro/seg 2 


Nota : Emprega-se como unidade prática de massa o quilograme-rruma que 
é a massa do quilograma-fArça e que vale, por consequência, ^ ou, sensivel- 

velmente, — da unidade MKS de massa. 


O Sistema CGS é baseado nas seguintes unidades fundamen- 
tais : 

centímetro (comprimento), grama-massa (1/1 000 do quilograma- 

massa ; massa de lcm 3 de água a 4°C) e segundo (tempo). 

A unidade de fôrça é derivada e tem o nome de dina. 

A aceleração g de um corpo, em queda livre, varia ligeiramente 
na superfície da Terra. Por conveniência pode-se tomar o valor 
aproximado de g — 9,8ra/seg 2 e, om alguns casos, 10m/seg 2 . (No 
sistema inglês toma-sc g — 32ffc/seg 2 , aproximadamente). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Sabendo que a população de uma cidade dobra em 50 anos. em quantos 
anos será ela o triplo, admitindo que a razão de crescimento 6 proporcional 
ao número de habitantes? 

Seja y a população da cidade aos i anos c y Q a população no tempo í— 0. 

Então \ 

ti) Ti^^y ou 

onde k é o fator de proporcionalidade. 

Primeira Solução. Integrando. (1), temos 

(2) ln y <= kl 4- ln C ou y = Ce*‘. 

No tempo t = 0, y = y, e, de (2), C - y 0 . Assim, 

<3) v «Vo * kt 

Em t “ 50. y.- 2 y 0 . De (3), 2 y 0 = ou e*>* - 2. 

I m 

Quando y » Zy i , (3) dá, 3 = e xt . 

Então 3 M> - <A 0 ki _ (efio*,! ■= 2 l e t « 79 anos. 
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Seçunda Solução. Integrando (1) entre os limites <=*0, y = y, e /= 50, y * 2y„ 

J r 2 ** /i r M 

' ‘ — -& / df, ln^-lny.-SOfc e 50fc-ln2. 

^ v M 

Integrando (1) entre os limites t — 0, y — y 0 e t - t, y — 3y,, 

rft, e ln 3 = fct. 

Então 501o 3 =* 50fó - fln2 e t - - 79 anos. 

In - 

2) Numa certa cultura 4® bactérias a taxa de aumento é proporcional ao número 
presente, a) Verificando-se que o número dobra era 4 horas, quantas se 
pode esperar uo Cm de 12 horas? b) Sabendo que no fim de 3 horas 
existiam 10 4 c no fim dc 5 horas 4X10 4 , quantas existiam no comêço? 


( 1 ) 


Seja ar o número de bactérias no tempo / horas. EntSo 
dx . ix ,, 

— = kx ou — = k dl. 
dt x 


a) Primeira Soluçio. Integrando (1), toxn-sc 
(2) lni = fó + liiC ou z = Ce kl . 

Supondo que x - x e no tempo l = 0, C = x 0 b 

No tempo f~4. x = 2x, . Então 2x 0 «* x 0 e* t e e 4k ‘=2. 

Quando t « 12, x = x 0 e 12k = x a (e 4 *) 3 = ar 0 (2 a ) = , isto é, 8 vêzes o 

número original. 

Seçunda Solução. Integrando (1) entre os limites í = 0. x^z, e t*? 4, ar— 2r B , 

d/, ln 2z, - ln x 0 — 4A: e ik — ln 2. 




Integrando (1) entre os limites / — 0, x — e < — 12, ar - ar, 

r — “Ar f dl, o ln — — 12/c — 3 (4fc) - 3 ln 2 - In 8. 
X y 0 Xo 

Então ar = &r„ , como antes. 


fc) Primeira Solução. Quaudo t~>3, x “ 10 4 . Assim, de (2), 10 4 = Ct 3t e 


r _ «H 


Quando / = 5, ar = 4- 10 4 Assim, 4- lú 4 = Ce** e C 


4 - 10 4 
e 6 * 


10 * 4 - 10 4 

Igualando o» valores de C, ^ «= ■ Então e** = 4 e e* « 2. 

10 4 10 4 

Assim, o número original ê C = ^ = — bactérias. 
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Segunda Sohição. Integrando (I) entre os linutee t - 3, x = 10 4 e í = 5, 

*“ 4 ’ 10 *, 

/"* 10 — = k f dl, ln 4 = 2k e k - lu 2. 

7l0« * 7 3 

Integrando (1) entre os limites í - 0, a * e / = 3, x = 10 4 , 


r — f 3 dt, ln— -3 fc 

A 3 7o 


10 * 

3 ln 2 — ln8 ei,= -g- como anta». 


3) De ttcôrdo com a lei dc arrefecimento, de Wewton a ta» ida resfriamento 
de uma substância numa corrente dc ar é proporcional à diferença entre a 
temperatura da substância eado ar. Sendo a temperatura do ar 30* e res- 
friando a substância de 100- para 70° em 15 minutos, achar o momento em 
que a temperatura será 40° . 


Seja T a temperatura da substância no tempo í minutoa. 
Então, k(T-Xíí ou ^r—^~-kdL 


f£ = - fc( r-30) ou ^ 


(Nota O uso de -k aqui não è obrigatório, k aparecerá positivo ; 
porém se se empregar +fc verificar-se-á que k trocará de sinal, passando 
a negativo). 

Integrando entre os limites / = 0, T = 100 e t ** 15, T * 70. 
í 70 _dT_ k r\ ln 40— !n 70 = - 15/c = ln ■=• e 15fc = !n -~=0,56. 

7ioo 30 7o 7 

Integrando entre os limites l = 100 e l = t, T = 40, 

r JI_=_fc dl, ln 10- ln 70— -Aí, 15fc/-151n7, t - - 52 min. 

T_3Q 7o 

4) Um certo produto químico dissplve-se em água, 

eional ho produto da quantidade não dissolvida i«la drferença tmtre s wn 
centraçáo de uma solução saturada e a concentração na 8ülu ^° 

Em 100g de uma solução saturada eetáo dn«ol vidwSO f*^^^**^ 
'Sabendo que se agitando 30g da subetâncui em 100g dc ■ ‘ U 

táncia sAo dissolvidas em 2 horaa, quanta* gramas eerfo dissolvidas no Fim 

de 5 horas? 

Seja 2 o número do gramas da substância não dissolvida depois de t horas. 
Neste momento, a concentração da solução 6 ~[õ(f e a ^ 8 ° luçto aaturad * 


6 50. 
C 100 


Então 


dx , ( 

— = kx I 
dt \ 


50 30-A =kx x 

Í00 100 ) 


-f 20 dx dx k , 

TÕ0~ OU X x + 20 5 ** 
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Integrando entre í — 0, r — 30 e < — 2, a: — 30 — 10 « 20, 

iT* * e 

Integrando entre / - 0, r = 30 e t = 5. z = z, 

X < "' ,n 3(^M)“ fe “- 0 ’ 46 - 

_£_.|^„_0.3S o*-12. 

Assim, a quantidade dissolvida depois do 5 horas 6 30 - 12 = 18 gramas. 


5) Uma soluçio dc 60kg de sal cm água enche um tanque dc 400 litros. 
Faz-«e entrar água nesse tanque na razão de 8 litrog por minuto o a 
mistura, mantida homogênea por agitação, sai na mesma razão. Qual a 
quantidade de sal existente no tanque no fim de 1 hora? 

Seja S a quantidade, em kg, de sal no tanque depois de t minutos. 

A concentração será — leg/í. Num intervalo dt, 8 dt litros de água entram 
4UU a 

no tanque e 8 dl litros da solução, contendo ^ dl = ^ dl kg de sal, saem 


do tanque. 


8 


Eafcáo, a variação rfS aa quantidade de sal no tanque é dS *= - —dl. 

OKI 


I 

50 


Integrando, 8 - Ce 
Para í = 0, S -GO; daí C = G0 e S 


We 


i 

50. 


Quando í = 60 minutos. S — 60c ^ 60 X 0,301 — 18kg. 


6) A análise do ar existente em um compartimento de 50 X 20 X 4m acusou 
a presença de 0,2% de COn . Ventiladores admitiram então ar fresco, con- 
tendo 0,05% de CO* , na razão de 250m' l /inin. Achar a percentagem de 
CO 2 depois de 32 minutos. 

8eja x a quantidade, em m*, de CO 2 , no compartimento, no tempo t. 


A concentração de C0% será : 


No intervalo dl, a 


50 X 20 X 4 4 000 

quantidade de CO 2 que entra no compartimento 6 250 (0,000 5) dl m a 0 a 

x dt 

quantidade que sai 6 250 X 4 ^ m 3 . 

Logo, & variação dx no intervalo considerado é : 

* = 250(0,0005--^)* = -^*. 


Integrando, 16 ln (x - 2) — - 1 -f- ln Ci e z = 2 -h Ce 


t 

16 



100 cm 
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equações diferenciais 


Para t • 0, r - 0,002 X 4 000 = 8. 

t 

Entfto C-8-2«6 e i = 2 + 6e K . 

Quando t *= 32, x = 2 + ífc -2 = 2,81. A percentagem de C0 2 é, entáo, 
-J^õ - 0,0007 - 0,07%. 



t- 

n 


direção do fluxo 
temperatura na face interna de — 5 o C e na face externa 75° C. 


7) Sob certas condições, a quantidade 
de calor Q calorias/segundo, cons- 
tante, que se escoa através de uma 
parede, é dada por : 

onde h 6 a condutividade do mate- 
rial, A (em 2 ) 6 a área de uma face 
da parede perpendicular à direção 
do fluxo eTéa temperatura a x (cm) 
da face, no interior da parede, de 
modo que T diminui quando x 
aumenta. Achar a quantidade de 
calor em calorias por hora que atra- 
vessa um metro quadrado do parede 
de um refrigerador, sendo 125cm a 
espessura da parede, k = 0,0025, 


Seja x a distância da face externa de um ponto no interior da parede. 
Integrando iT = - -~r <iz de x ~ 0, T = 75 a * ~ 125, T - -5, 


80fcA 80 (0,0 025) ( MO)* •_ 16 çal. 

V 125 ~ 125 ' seg 

Assim, o fluxo de calor por hora — 3 6(KX} — 57.600 cal. 


8) Um tubo de vapor com 20cm 
do diâmetro tem um reves- 
timento externo de 6cm de_ 
espessura, com k - 0,0003. 
a) Achar a perda de calor, 
por hora e por metro de 
comprimento do tubo, sa- 
bendo que a superfície do 
tulx» está a 200° C c » su- 
perfície externa do revesti- 
mento a 30 a C. 5) Achar a 
temperatura a uma dis- 
tância x > 10cm do cen- 
tro do tubo. 

A uma distância x > lOcm 
do centro do tubo, o fluxo 
do calor se dá através do 



direção do fluxo 
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cilindro de área igual a 2rzcm s por cm de comprimento do tubo. Do 
Problema 7, deduz-te : 


Q 


i 4 dT 

-kA --- 

dx 


-2*kx 


dT_ 

dx 


ou 


2xkdT 



a) Integrando entre os limites r-30, x— 16e7' — 200, x — 10, 

J r 200 r 1 * di 

dT = -Q / 340»fc = ô (In 16 - In 10) = Q ln 1.6 

iO J 16 * 

n 34°^ ,, 

e Q = ÜTTJ «»!» 

Assim, a perda de calor por hora. m lm de comprimento do tubo 
é 100 (G0) 2 Q = 24õ.000cal. 


b) Integrando 2 rk dT = - — entre os limites T = 30. x = 16 

ln 1,6 x ’ 

e T m r, x - x. 



V erificação. Quando x = 10. T = 30 + In 1,6 = 20O-C. 

Jn l,t> 

Quando x - 16, T - 30 + 0 - 30>C. 


9) Achar o tempo noeesaírio para covaziar um tanque cilíndrico do raio 8m 
e altura lOm, chão de água, sabendo que a água se escoa através de um 
orifício, situado na base dò tanque, dc raio Idm, com uma velocidade 
v — 4 yfh m/see aproximadamente, sendo h a altura da água no tanque. 


O volume da água que se escoa por segundo pode ser representado 
por um cilindro de raio 0,lm e de altura r. Assim, no tempo dl, o volume será : 

* 

Chamando dh a queda correspondente do nível da água no tanque, 
o volume da água que se esooa é também dado por texdh. Assim, 

r^:(4\/r)dí = -64r dA OU dl = ^ _ 1 fiQC 

100 4 VÃ VÃ 


Integrando entre 1-0, h = 10 c t - t, h - 0, 



e / — 3200YÃ 


-3200VlÕseg 


10 


2 h 49 min. 



EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


10) Um navio de 48 000 toneladas inicia o seu de^locameul.u com ° c“P**> 
de 1 000 OOOkgf da hélice propulsora, a) Achar sua velocidade om funçfio 
do topo L sabendo que a resistência ao movimento cm kgf Me l ^ 
sendo i-a velocidade em m/scg. b) Achar a velocidade máxima limite listo 
é, v quando cm nó. (Tomar g = lOm/seg 2 ). 

Como : 

massa X aceleração ~ Jfnça resultante = Jôrça propulsora - rceUUncia 


tema? : 


48 000000 x Í1 « joo 000 - 1 500 v 
10 dl 


dv v _1_ 
dl 1 3 200" 48' 


Integrando : i« 


1/3200 


-if 




_ iW 

a) Quando / — 0. t> = 0 e C = — ô"* 


Então 


, Dal: » + ^(l r 1 ' 3200 ). 


b) Quando v g-- A velocidade máxima limite é 

200 

o — — - m/seg = 13 nós. 

3 

Isto poderia ser obtido, também, pela equação (1) porque quando t> 

dv - 

se aproxima do máximo, ^ — ♦ 0. 


Então, t 


como antes. 


11) Um bote está sendo rebocado a uma velocidade de 12 No instiinte 
U = 0) em que o cabo de reboque é largado, um ^mem no bote começa a 
remar, no sentido do movimento, exercendo uma fôrça dc lOkgf. Sabendo 
que o pêso do homem e do bote é de 200kgf c que a roemtêncm ao desloca- 
mento^ era kgf, 6 de 2,6 sendo v a velocidade em m/seg, achar a veloci- 
dade do bote no fim de j minuto. (Tomar g - lOm/seg 3 ). 

Como 

rnasea X aceleração = JArça resultante ~ fôrça impulsora - resistência 
temos: x ^ = 10 ~ 2 ’ 6u ou Jl + ° >13r " T 

Integrando: rc° i,3i =~ J dl = q^Õ ® 0 ’ 131 + ^ * 

_ , 463 , ,, 887 

Quando t = 0. t» = 12 nós - 75 m/seg e C - 
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“ ’“ü + fr*- M5 ' 

Quando í = 30, v = ^ ^ e -3,9 = 4 ; 2m/seg. 


12) Uma certa massa está sendo levada em um trenó, aôbre o gôlo, rendo o pêso 
total de 40kgf. Desprezando a resistência oferecida pelo gôlo e sabendo 

I ue a resistência do ar em kgf 6 igual a 7,5 vêzes a velocidade (vm/seg)' 
o trenó, achar : 

o) a íôrça constante (kgf) que atuando no trenó dará a velocidade máxima 
limite de 10 mi/h; 

6) a velocidade o a distância percorrida ao fim de 48 segundos. (Tomar 
g lOm/acg 2 ). 

Coroo : 

massa X aceleração * Jbrça resultante = j&rça impulsora - resistência 


temos: — X ^ — F 7 fio ou — + -^v * ~ oude Pé a fôrça impul- 


sora em kgf. 
Integrando : 


is . 


2 F 


Quando t = 0, v = 0 ; então C = e 


(A) 


’"f (1 - * >• 


. - . . 2 F 10 X 1 600 1 609 

<,) Quando (—*■». -jj- - . - -5555 -555- 


Daí: 


15X1600 

^ * -y*-*** - ■ 5kgf ' 


6) Substituindo o resultado acima na equação (A) temos : 

15 

0 360 (1 6 

Quando í = 48 seg, v = (l-« -ío ) « m/aeg 

e 5 - jT )dtC' 212 m. 


13) Uma determinada mola, de massa desprezível, está prêsa verticalmente por 
uma extremidade Uma certa massa in, suportada pela outra extremidade, 
está animada de uma velocidade t 0 quando & moía está sem deformaçáo 
alguma. Achar a velocklade v, cm função da deformação, x, da mola. 
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De acôrdo com a lei do Ffoolte, a fôrça da mola (fôrça que se opfio à 
deformação) é proporcional à deformação. 

Fôrça que atua no carpo “ pêso do corpo - fôrça da mola. 


dx 

dl 


v dv , dv dx do , 

Então : m — — mg — kx ou nt •— • — ■■ mv — =■ mg — kx, porque 


Integrando : mv 2 = 2mgx — fcz 2 -f- C. 

Quando x 0, v = v 0 . Entáo C = m v% e mv 2 = 2mgx - Arx 2 + imjq . 


14) Um pára-quodista está animado de ama velocidade de 50m/seg no momento 

Pr 2 

em que o pára-quedas ae abre. Sabendo que a resistência do ar 6 “ kgf, 

onde P 6 o pêso total do pára-quedista oom o pára-quedas, em kgf, achar 
sua velocidade em função do tempo í depois do pára-quedas aberto. (Tomar 
g — 10m/scg 2 ). 


Fôrça útil 


Então : 


P 

0 


- pêso do conjunto - resistência do ar. 

do Fv* dv dt 

dt~ P ~ 30 ou •*— Í0 ™ ~ 8 


Integrando entre os limites t — 0, v — 50 e / — t, v — v, 



dv 





2 V 30 o -f- V 30 


50 



ln 


t> - f 30 
o + V3Õ 


- ln 0,8 — - Z,7t ou 


o - V 30 

f + V3Õ 


0,8e~ s • 7, 


V35(l-hO,8e-^' 7 Q 

1 — 0,8ç -3,7í 


Noto-se que, ràpidamente, o pára-queiista atinge uma velocidade que 
se mantém, aproximadamente, constante, isto é, a velocidade máxima limite 

de V 30 m/seg. 


15) Um corpo de massa m, em um meio em que a resistência (kgf) 6 propor- 
cional ao quadrado da velocidade (m/seg), cai, partindo do repouso. Sabendo 
que a velocidade máxima limite 6 de ôOm/seg, adiar : 

o) a velocidade no fim do 2seg, 

b) o tempo necessário para que a velocidade atinja 30m/seg. (Tomar 
g « lOm/seg 2 ). . 

Seja v a velocidade do corpo no tempo íseg. 

A fôrça resultante que age no corpo — piso do corpo - resistência, e 
a equação do movimento é: 

dv „ „ 
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Tomando g = lOm/seg 2 e fazendo K — 2 mk 2 podemos simplificar a 
expressão (1) que se reduz & : 

k>v> ou % - 2(S-k*v>) - -2*. 

Integrando : 

ln ferz41--' 1 VSfcí + inO ou - cr*^*. 


h fe^~^ 6W+I “ c £tS- Cí ' 4 ^- 

Quândo f » 0, r * 0. Entáo, C - - 1 e 

Vj « „ c -4 V5W 
+. V 6 

Quando * — <*>, t» - 50. Entáo, e~ 4 ' - 0, k - ^ o (2) ao tram- 

ou 


forma em 


p - 50 
v+ 50 


a) Quando i - 2<seg, ^ ^ “ - e “ . * . v = 2l,4m/8eg. 


6) Quando v « 30m/seR, 0,25 = e 6 =■ e~ li38S . * . ( - 3,5seg. 

16) Um corpo dc massa m cai, partindo do repouso, etn um fluido em que a 
reaietôncia (kgf) é proporcional à vclocidado (m/scg). Sabendo que a den- 
sidade do fluido é 1/4 da densidade do corpo e que a velocidade máxima 
limite é de 8m/seK, aohar : a) a velocidade no fim dc 3seg ; 6) a distância 
percorrida em 3seg. (Tomar g = 10m/aeg a ). 

Seja v a velocidade do corpo no tempo íseg. Em adição às duas 
fôrças que agem como no Problema 15, há uma terceira fôrça que resulta 
da diferença de densidade. Esta fôrça 6 igual ao pfiso do fluido deslocado 
pelo corpo e é oposta à gravidade. < 

Fôrça reiuUante * pfao do corpo - JÕrça devida ao fluido - reeistência 
e a equaçáo do movimento é : 

~ Q mg - ~ mg- Kv = ^mg -Kv 

Tomando g = l(lm/aeg2 e K = 3 mk, a equaçáo se transforma em 

5Í- 3 (!-*') ou - 

— - kv 

Integrando de < — 0, ^ — 0 a l — t, v — v tem-se : 

-lto(|-fcp)h-3í o -ln(y-Ae>)+ln|-=*3A:f 


kv - ~ (l-e~*kC). 
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Quando t 


8 e k 


5_ 

16 


(D 


v = 8 <1 - e 


15 

10 


I 

)• 


a) 

b) 


• _ 4 5 

Quando í — 2, o “ 8 {1 - e 18 ) — 7,5ra/beg. 

is t 

Integrando r = ^ = 8 (1 - e 18 ) entre < = 0, s = 0 eí = 3, a: = * 
temos : 







16m. 


17) A ação da gravidade sôbre uma certa massa m a uma distância s metros do 
* centro da Terra é proporcional ame inversamente proporcional a s 2 . 

a ) Achar a velocidade atingida pela massa ao cair, partindo do repouso, 
de uma distância 572 do ccnlro da Terra, ao chegar à superfície da Terra, 
sendo R — 0 450km considerado como o raio da Terra. 

b) A que velocidade corresponderia uma queda de altura infinita, isto 6, 
a que velocidade deveria a massa subir verticalmente a fim de escapar 
à açao da gravidade? (Desprezar tôdaa as outras fôrças, inclusive 0 
atrito). Tomar g « 10m/seg 3 . 

A ação da gravidade a uma distância s è qmjs 2 . Para determinar q 
sabe-se que a fôrça é mq quando s = R ; assim, mg « qm/R 2 e q = gli 2 . 


dv ds dt> dv mgR 2 , 

wi — ■ th — • “T =® mv — t— ou vdv 

dt dl de de a 2 


m ds 

-0 R ‘ li' 


A equação do movimento é : 

(D 

aparecendo o sinal negativo porque v aumenta quando t diminui. 
a) Integrando (1) de v *• 0, s = õR até v — v, 8 — R temos : 


£ v *~- gip L («■ - sr ) " 5 ’ R ‘ 

t,» - -i X 10 X 6 450 000 = I 032 X 10* . ' . v = 10 lOOm/seg 

5 

ou, aproximadamente, 10 km/scg. 


b) 


Integrando (1) de r -= 0, s — »» a v - v, 8 = R temos: 



2 gR 


t 


11 460m/seg 


ou, aproximadamente, c - ll,5km/seg. 
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18) Uma das equações básicas dos circuitos elétricos é 


(D 


Lj i + Ri = E{t) l 


onde L (henry) é a indutância, R (ohm) é a resistência, i (ampère) é a cor- 
rente e E (volt) & fôrça eletromotriz ou f.e.m. (Neste livro, R e L serão 
constantes). 

a) Resolver (1) quando E (<) « E 0 e a corrente inicial é i 0 

b ) Resolver (1) quando h — 3 E, R — 15D, E (<) l a corrente aenoidal de 
60 ciclo3, 110P, © * “* 0 quando 1 — 0. 



a) Integrando 


Quando t = 0, i = t, . 



Eo , ~ -fftfZ, 


+ C ou í - + Ce 


Entfto C = - — e . = ^(l- <f *“) + i„ r m . 
Note que quando i = fio/#, constante. 


i • 

b ) Integrando 3 -^ + 15» = E 9 sen ut = 110 sen 2» (60) t = 1 10 sen 120rl, 

dl 


te 61 


ou 


110 


/ 


.. 110 r ,5 sen 120»/ - 120» cos 120*-/ , ^ 

** “ , * W * “ 25 + 144ÕÕÍ + C 

22 sen 120»! - 24» cos 120»! 


*" 3 


1 + Õ76» 2 


+ Ce" 8 '. 


Quando 1 = 0, »’ = 0. 
Eutio C 


22 X 24» . 22 sen 120»í- 24r cos 120rí + 24»e" 5í 


3(1+576»») " 3 


1 +576X 2 
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Notando-ae que a soma doe quadrados dos coeficientes do seno e o-seno 
é o denominador da fração acima, pode-se dar à expressão forma diferente, 
mais vantajosa. Assim, definimos : 


sen b 


24* 


de modo que i - 


(I + 576**) 
22 


X 


e cós <f> 


(I + 576**) 


X 


3(1+576*2) 
22 




(cos^scnl2O*í-sen0coai2O*O + 


176r e~*‘ 
1+576* 2 


3(1 + 576* 2 ) 


X 


sen (120*í- *) + 


176jt 


1 + 576*2 


Note que depois de pouco tempo, o segundo têrmo se torna bastante 
pequeno; assim, a corrente ràpidamonte se transforme numa curva scnoidal 
pura. 


R 


19) Se um circuito elétrico tiver uma resis- 
tência R (ohms) e um condensador de 
eapacítáncia C (farads) em série, o uma 
f.e.m. E (volts), a carga q (coulombs) do 
coudeueador é dada por 

Se R = 10 ohms. C = 10~ s farad 
e E(t) » 100 sen 120*< volts. 

a) achar q, supondo que q = 0 quan- 
do t - 0; 


i) usar t =* dg/dt para achar t, supondo que * =» 5 ampèrea quando l = 0, 

Integrando 10 ~ + 10*0 = 100 sen 120*1, temos 

dl 

= ,0 1*M dl - 10 lOgjenm^JMr^JXri 

v - 10 J , xnVMrtdl io. 10.000 + 14,400^ 1 

10 sen 120*í - 1 2* eos 1 20*í 



, 100 / 


100 + 144*2 


+ A 


e 

(D 

onde sen tf 


1 


sen (120** - tf> + Ae~ lMI 


(100+144* 2 ) 
12 * 


(100+144**) 
a) Quando * « 0. q - 0. 

3* 


X 


X 

e cos - 


10 


(100+144*2) 


X 


Então A 


25+36*2 


e q 


I 


2(25+36*2) 


X 


sen (120*í- tf) 


3* e - 100 * 
25+36+* 
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6) Derivando (1) em relação a t, temos 


i - * 
1 dt 


60» 


(25 + 36*3) 
Quando t = 0, i - 5. 

Então 100-4 = — 


tf 




008 (120rf-*) - 100Ac~ 1( ° f . 


_ 300 ir 

C084-5 - ftp , „„ „ - 5 


25 + 30 »= 


* =■ 


(25 + 36jt 2 ) 

(^-5)^00, 


(25 + 30» 2 ) 


20) Um menino, em pé no canto A de uma piscina retangular, segura um cordel 
que sé acha prêso a um bote o qual se encontra no canto B, distante 20m 
de A. O menino caminha pela borda da piscina para C, mantendo sempre 
o cordel esticado. Determinar a posição do bote e do menino quando aquéle 
eativer a 12m de AC. 



Escolhamoe um sistema de eixos tal que AC seja o eixo dos x e AB o 
pi xo dos y Seja (x } y) a posição do bote quando o menino estiver em E 
e seja 6 o Angulo de inclinação do cordel. 


Então tg 6 — -=^ 

n-v 


V400-y2 


ou dx 


Integrando x =» - \[4W-y 2 + 2(1 ln ~-" f ^ 40 ° * + Q. 

Quando o hote estiver em fí, x — 0 e y = 20. 

Então C - 0 e x = - V400-y* + 20 ln — + é a equação 

da trajetória do boto. 

Entio AE-X- \- V 400 - y 2 - 20 ln 20 + \400-g» quando 

V 

o bote estiver a 12m de AC (i. e., y = 12) i + 16 - 20 ln 3 - 22. 

O menino está a 22m de A e o hote está a fim de AB. 
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2.) TJma sulKtância r «tí «endo í t 

que se forma, como uma função do tempo f. 

As z giamaa de r formadas no tempo t consistem de ^ gramas de 
a e gramas de 0. 

Aeaim, no tempo t não se combinaram gramas de a e 


(*•-&) erama8 de 


Então 


dz 


/ az \ / 

bz \ 

Kab 


M x ‘ a 4-6/ v° a+6/ 

(a + b) 2 

fc(A-z)(B-z), 

onde k ~ 

Kab 

(o + b)x. 

(a + fe) 2 

A a í* 

Temos dois casos 

a considerar : a) A * B, seja A > B, C b) A = B. 


A , A -BlXt 

b € 


j/emoa uuia ® 

d* 1 __1 

°) A< * 0 ‘ (a-z)(B-z) A-B A-z A-B B-z 

Integrando de 1 = 0, r ~ O a 1 = 1, * - <■*““> 

- 4 0“t^- in è) - * is 

e Z = ‘ 

(,) Aqui = kdt. Integrando de « - 0, . - 0 a « - I. * - *. temos 

I* i 1 A z kt 

o “ w |; 


i 

A -s 


e z 


1 + iU* 


PROBLEMAS PROPOSTOS 

* 22) Um trajetória. 

Rcap. : x - 5 # - 2 

, 23) Determinar o tempo necessário para quo uma certa quantia se duplique 
* ' £Sa a 5% ao* u,o, continua, nente acumulados. 

Sugestão: % - 0,05x, onde x é a quantia depois de l snoe. 

• 13 * 9 an06 
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34) Sabendo que o rádio se decompõe numa razão proporcional à quantidade 
existente e que a metade da porçôo original d em parece em 1 600 anos, 
calcular a percentagem perdida em 100 anos. 

4 , 2 % 


25) Numa cultura, a quantidade de fermento ativo cresce proporcionalmente 
à quantidade presente. 8abendo que em 1 hora a porção inicial foi dupli- 

2 

cada, qual a multiplícaçfio que se pode eeperar no fim de 2 — boraa? 

Resp. : 6,73 v§z«s a quantidade original 


Uma corta substância esfria-se de 100°G a 60°C, em 10 minutos, ao ar, 
sendo a temperatura dêste de 20°C. Achar a temperatura da substância 
depois de 40 minutos. Regp . 


27) Uma solução de 60kg de sal em água enche um tanque de 400?. Outra 
solução em que cada 51 contém lkg de sal, é lançada no tanque à ratão de 
10//roin e a matura, mantida homogênea por agitação, sai na razão de 
15f/min. Achar a quantidade de sal existente no tanque no íim de 1 hora. 

e dx 15i 

Svgemo: 


28) Achar o tempo necessário para esvaziar um tanque com a profundidade de 
9m e a baae quadrada de 6m de lado, cheio de água que se deve escoar 
atravée de um orifício circular, de ldm de raio. (Tomar, como no Problema 9, 
v - 4 VÃ m/seg). 

29) Uma parede de alveuaria tem 30cm de espessura. Sabendo que a tempe- 
ratura na face interna é de 20*C e na externa 0°C. que k - 0,001 2, 
achar a temperatura no interior da parede, em função da distância à face 
externa, e a perda de calor por dia e por metro quadrado. 

2r 

Rcsp.; T •* — ; 691 000 cal. 

<5 

30) TTm barco pesa, juntamente com o remador. 150kg. Sabendo que a fêrça 
exercida pelo remo, no sentido rio movimento é de 8kg e que a resistência 
(em kg) ao movimento é o triplo da velocidade (em m/seg). achar a velo- 
cidade do barco 15seg apds iniciar o movimento. 


31) Uma aohiçâo dc 40kg de sal cm água enche um tanque de 400? . Neate tauque 
far-se entrar água pura na razáo de 15?/min c a mistura, mantida homo- 
génea por agitação, sai na mesma razão, caindo em um segundo tanque que 
contém inicialmente, 400? de água pura. Neste segundo tanque a mistura 
é homogeneizada por agitação e sai na mesma razão de entrada. Achar s 
quantidade dc sal no segundo tanque, no fim de 1 hora. 


Sugnlão: ^ = 15 (J^ e 400 ) “ 15 ^> P 8 ™ ° segundo tanque. 


32) Um funil de lOcm de diâmetro oa parte maior e lem de diâmetro na menor, 
tem 24cm de altura e está cheio de água, micialmente. Determinar o tempo 

de escoamento até ficar vazio. 
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33) Um tanque cilíndrico, em posição vertical, tem 2m de raio, 3m de altura 
e possui na base um orifício de 3cm de diâmetro. Sabendo que está entrando 

àmiano tanque na razão de -7- — r-> determinar 0 tempo necessário para 

5 min 

enchê-lo. 

Sujeiíoo: ~ dl-.r- &■ dh. 


34) Um corpo cuja massa é de 2 unidades MKS desliza sôbre unia mesa. A fôrça 
de atrito, em kgf, é igual ao dòbro da velocidade, em m^eg, e a massa está 
sujeita a uma fôrça de 4 sen 2 1 (kgf). Achar a velocidade, em função do 
tempo, sabendo que v - 0 quando t = 0. 

Re*p.: v= (sen - 2 cos 2 í 4- 2 e" ) 

• 0 


35) Uma tubulação de vapor tem 0 diâmetro de 30cm e está envolvida por uma 
capa de material isolante (k = 0,000 22) com a espessura de lõcm. A tem- 
peratura no tubo é de 250°C e a da parede externa da camada isolante 
25°C. Achar a temperatura em um ponto do isolante, a uma distância z cm 
do centro do tubo, e a perda de calor por dia e por cm de comprimento. 

36) A equação diferencial de um circuito que contém uma resistência fí, uma 
eapacitância C e uma f.e.m. e ■ E seu ut é 

d « + i * 

R dt + C it 


Admitindo R, C, B, a como constantes, achar a corrente i no tempo í. 

V W/T _ J_ 

i = 1 ( m at + sen “0 + RC 



Capítulo IX 


EQUAÇÕES DE PRIMEIRA ORDEM 
E GRAU SUPERIOR 


Uma equação diferencial de primeira ordem tem a forma 
](x, y, /) = 0 ou f(x, y,v) = 0, 

onde, por conveniência, y' = ^ foi substituído por p. Se o grau 

de p fór maior do que o dc, por exemplo, p 2 -3p* -f- — 0, a 

equação é de primeira ordem e grau superior (aqui, segundo). 

A equação geral de primeira ordem, de grau n pode ser colo- 
cada na forma 

(1) p B 4- Pi(x, y) p"- 1 -I- 4* y) v 4 P n {x, y) = 0. 


É possível, algumas vê 2 es, resolver tais equações por um ou 
mais dos processoB expostos abaixo. Em tais casos, o problema se 
resume em resolver uma ou mais equações de primeira ordera e 
primeiro grau. 


Equações resolvidas em p. Aqui o primeiro membro de (1), 
considerado como um polinómio em p, pode ser decomposto em n 
fatôres lineares reais, isto é, (1) pode ser pôsto na forma 

(p-Fi) {p-Fi) <P-*y - 0, 

onde 03 F são funções de x c y. 

Igualando a zero cada fator e resolvendo as n equações dife- 
renciais de primeira ordem e primeiro grau, resultantes, 

g -*(*.*>. g “*■»<*.*>. r x ‘ K(x ’ y) 


obtém-se 

(2) h(x,y,0 = 0, /*(*,», O-0, 


, f,(x,y,C) = 0. 
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A primitiva de (I) é o produto 

(3) Mz,y.O'h(x, y,C) /,(*, v, C) = o 

das n soluções de (2). 

Nota. Qualquer solução individual de (2) pode ser escrita em uma qual- 
quer das suas várias formas possíveis, antes de entrar como íator do produto (3). 

(Ver Problemas 1-3). 


Equações resolvidas em y, i. e., y = j(x, p). 


Derivando em relação a x, temos : 

m9 „JLÍM.ÈL. P (* 

1 dx ôp dx \ 


ày 

dx 


y> 



que é uma equação de primeira ordem e primeiro grau. 


Resolvendo : 




obtém-se <f>(x,p, C) 


0 . 


A primitiva é obtida pela eliminação de p entre y = ] ( x , p) e 
p, C) = 0, quando possível, ou exprimindo l e y separadamente 
como funções do parâmetro p. 0 er Problemas 4-7). 


Equações resolvidas em *, i. e., x - ]{y, p). 
Derivando em relação a y obtém-se 

i* _ Jl- 11 + °IÈL = F ( yiPi ÊL), 

dy p dy dp dy V dy ) 


que é uma equação dc primeira ordem e primeiro grau. 


Resolvendo ; 




obtém-se 6(y, p,C) = 0. 


A primitiva é obtida por eliminação de p entre x = j(y,p) © 
A(y. p.C) *= 0, quando possível, ou exprimindo xey separadamente 
como funções de p. (Ver Problemas 8-10). 


Eqaaçuo dc Clairaut. A equação diferencial da forma 

y = P* + /(p) 

é denominada equação de Clairaut. Sua primitiva é 

y - C*+/(C) 

e 6 obtida pela simples substituição de p por C na equação dada. 

(Ver Problemas 11-16). 



equações de primeira ordem e GRAÜ SUPERIOR 91 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Resolver 

p*-(x+2y+l')'p*+(2+2y-\-2xy)p i -2xyp = 0 ou p (p-1) (p-z)(p-2y) - 0. 

As soluções das equações de primeira ordem e primeiro grau, compo- 
nentes 

£-4 4.J, g- 2f = 0 

dx ' dx ’ dx dx 

são, respcct i vamente, 

y - C = 0, y-x-C-Q, 2y ~ x* - C - 0, y-Ue2x = 0. 

À primitiva da equação dada d 

(y-C){y-x-C)(2y-^-C)(y-Cé 2t ) - 0. 

2) Resolver ryp 2 4- (a^+xy+y 2 )? 4-rr 2 4-xy = 0 ou (rp+x+y) (yp+x) = 0. 

As soluções das equações componentes x —■ 4- x -f- y = 0 e ^ + z = 0 

02 

são, respectivamente, 

2xy + x 2 - C = 0 e x 2 + y* - C - 0. 

A primitiva da equação dada é (2zy + z 2 ) (x 2 + y*-C) =0. 

3) Resolver 

Cz 2 +*)p 2 +(**+x-2ry-y)p+y 2 --zy = 0 ou [(z+l)p-ylfrp-f-z-yl = 0. 

As soluções das equações componentes 

(x + l)^-V“0 e z^ + x- y = 0 
são, ruspectivameute, 

y-C(x -f 1) = 0 e y+zlnCz-0. 


A primitiva da equação dada 6 íy - C (r + l)Ify + x ln Cx] - 0. 
4) Resolver l&e 2 + 3p*y-p*z ■* 0 ou 2j — px 


Derivando a última expressão em relação a ^ 
, , dp 32z , 32Z 2 dp ^ 

Eliminando os denominadores e simplificando, 

p(yS + S2*)- I (p3 4-32r);| = 0 


ou 

(1) 


(p*+32z)(v-z'£) = 0 . 
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dp 


Esta equação é satisfeita quando p 3 4-32r = 0 ou p -x . 

. dp dx 

última, ~ “ — e p = Kx. Substituindo p por Kx na equação dada : 
P * ^ 

16a: 2 + 'ZK*x*y - K 3 x? » 0 ou v 2 + C*y- C 3 x 2 - 0, 

dcpoia de mudar K por 2 C. 


0. Desta 




O fator p a f- S2x de (1) não pode ser considerado porqut 
r derivada dp/dx. Seu significado sorá dado no Capítulo X. 


e não contém 


5) Resolver y «= 2pr *+ p 4 * 2 . 

Derivando em relação a x, 

P “ ** Ir 2p + 2pÁX + % ° U ( P + 21 dx) (1 + 2p * X * “ °‘ 

O fator 1 + 2p 3 x é desprezado, como no Problema 4. 

De ^ + 2=1 = 0. xp 2 - C. 

Na forma paramétrica, tem-se x = Cfa* , y - 2Cfp + C 3 , sendo a 
segunda relação obtida fazendo x = Cjp' £ na equação diferencial. 

Aqui p pode ser eliminado sem dificuldade entre as relações xp £ =* C 
ou p ? — C/x e a equação dada. Esta última pode ser posta na forma 
y-p*x 2 — 2 px que, elevada ao quadrado, dá (y-p*x 2 ) 2 = ép***. Substi- 
tuindo p 2 por C/r, tomos : (y - C 2 ) 2 - 4 Cx. 


6) Resolver x = yp + p 2 ou y = — - p. 


Derivando cm relação a x, 
1 x dp dp 


dp 


r=v~pÉ-É "* + o. 

Enmo, <p’- ? >g + *+P*-0 ou g + jgL- 


A última é uma equação diferencial linear em que e 
è um fator de integração. Então : 


f àp/to 1 -?) Vp* -1 

P 


f-o.+ví^iy+í 


x “ ~ tt — r in (p + V y 2 - d + 77"- 
Vp 2 -1 \V-1 


“-P- 


1 


Vp*-1 


ln(p + Vp 2 -!) + 


V p 3 - 1 
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7) Resolver y ■ (2 + p) x -f p*. 
Derivando em relação a z, 


p-3 + p + (* + 3 ? )|! ou 1 + }!.-,, 




Esta é uma equação diferencial linear em que e.'* 7 =» e* ' é um 

fator de integração. 

ip p --j> i- p 

Então: z« ~ - J pe 2 dp -2pe 2 + 4e a + C 

L p .ip 

e * = 2(2~p) + U« 1 , j,-8-p* + {2+p)(7o 2 . 


8) Resolver y - 3px + õp 2 ?/ 3 . 


Resolvendo em x, 3z = — -6py a . Derivando em relação a y. 


W%~ 12 « e 0 + W (-ÍP + Í^) = 0. 


jj. _ j_ _ y_ dp 

V p p 2 dy 

0 segundo fator igualado a eero dá py 2 = C. Tirando o valor de p e suba- 
tuindo na equação diferencial original, tem-se a primitiva 3 ç x 4. qq*, 

9) Resolver p 3 - 2 xyp + 4y 2 = 0 ou 2z * — + 

y V 

Derivando em relação a y, 

t-?5-SWfpg) « 

Integrando p - 2y ^ - 0 e eliminando p entre a solução pP — Ky e a 

equação diferencial original, temos 16y = K(K- 2x) 2 . Fazentío K - 2C 
tem-se a forma 2y » <7 (C - z) 2 . 


10) Retolver 4z = py (p 2 - 3). 

Derivando em relação a y, 


' Integrando, por frações parciais, 
9_ 

10“^ ' _/ ' 10 


I» y '+ In (p + 2) + •£: In (p - 2) + ln (p> + 1) - 1„ C. 


Então 


y - - 






(p*-i) Ô»* + l) 


#' * 4 


I Cp(?*-3) 


(p a - «*V + i)* 



EQUAÇÕES diferenciais 


EQÜAÇÂO DE CLAIRAUT 

11) Resolver y = px + V -i 4- p 2 . A primitiva 4 y — Ct 4- V'4 +C 5 . 

12) Resolver (y-px) z «= 1 -f p 3 . 

Aqui : y = px ± yfi -f p 2 . 

A primitiva é 

(V -Cx - V 1 + C*) (y -Cx + VT+6’2) - 0 ou ( V -C*y* = 1 + C* 2 . 

13) Resolver y -* 3pz + (Ver Problema 8). 

Esta equação pode ser reduzida à forma da equação de Clairaut. 
Multiplicando a equação por y 2 , temos: y* — pz + Qy* p* . 

Fasecdo y 3 = v, =3< ^ i a equação se torna 


dv 2 (dv\ 
di + 3 KS) 


A primitiva é 


Kx + jK 2 ou tf^Kx+^K 2 ou' = zCx 4- 6C*. 


11) Resolver cos 2 y p* + sen x cos x cos y p - sen y cos 2 x ** 0. 

A transformação seu y =» u, sen z - c, p ^ reduz a equaçao 


“ =v Tv + {jl) •.»>«» »-c» + o 


ou sen v =■ C ecn a: + C 2 . 


15) Resolver (px -y)(py + z) » 2p. 


X transformação y 2 = u, x* — v, p 


Jídt 


-j- reduz a equação a 


KJt* A d ’ ) \* á ° 


a °“ (v ãi- u> U 


( H 


Então 


2 — 

du dr „ 2(7 „ ^ „ 20 

utmv i:, r.> © M “ Ct, T+c <>u ^ = Cx 


dv J du 
íí» 


14-C 


16) Resolver p 2 x (x -2) 4- v (2y - 2xy -x + 2) + v 2 + y » 0. 

A equação pode ser posta u» forma (y -px + 2 p) (y - pz + 1) — 0. 

Dai y = px-2p e y = px-1 que são equações de Clairaut; 
Assim, a primitiva 4 (y - Cx + 2C) (y - Cx -f 1) = 0. 


5-lfr 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 

Achar a primitiva de cada uma das seguintes equações : 

17) x 2 ? 2 4- xyp - 6y 2 = 0 Resp. : ( y - Cx 2 ) (y - Cx~ s ) « 0 

18) sp 2 + <y-l-z 2 )p~x(y-l) = 0 Resp.: (2y-x 2 + C){xy-x + C) - 0 

.19) xp 2 -2yp4-4* - 0 Resp.: Cy » x 2 + C 2 

20) 3X 4 f 2 - xp - p = 0 * Resp. : zy = C (3 Cx - 1) 

21) 8yp z -2xp + y = 0 Resp.: $- 2 ~ Cx + 2C 2 = 0 

22) p 2 p 2 4- 3px -y - 0 Resp.: ?/-3Cx-C 2 = 0 

23) p 2 - xp -I- y = 0 Resp. : p = Cx - C 2 

24) 16p 3 p 2 - 4xp + p - 0 Resp. : y* - C (x - C) 

25) xp 6 -yp* 4- (x 2 4- l) p 5 -2r yp 2 4- (* 4- y 2 )p~y = 0 

Resp.: (y~Cx-C*)(C 2 z-Cy 4- 1) = 0 

28) xp 2 - yp - 2 / = 0 Resp.: x = C(p 4-1) e*, y = Cp 2 ** 

27) y = 2px 4- Z/ 2 p 3 (Fazer j/ 2 *) Resp.: j 2 = 2Cx 4- C 3 

28) p 2 -rp-y - 0 Resp.: 3x = 2p4-C'/Vp , 3 y=p 2 -C/Vp 

29) j/ (1 4-p)z 4? 2 Resp.: x = 2(1 -p) + Cr* p =- 2-p 2 4-0(1 +p)e“» 

30) p-2p4-VTT^ 

Resp . : x = 2 ln p 4- ln (p 4- V 1 4 ■ P 2 ) -PC, 1/ - 2p 4* \ 1 4-p 2 

31) pp 2 - xp 4- % = 0 

Res V . : x - c/‘ (p» + 3) (p 2 + 2)' 54 y - Cp 54 (p> + 2)' 54 



Capítulo X 


SOLUÇÕES SINGULARES 
SOLUÇÕES ESTRANHAS À EQUAÇÃO 


A equação diferencial 

(1) V — px + 2p2 

tem como primitiva a família de retas da equação 

(2) y- Cz+ 2C 2 . 

A todo ponto ( x , y) do conjunto dc pontos em que s 2 + 8y > 0, 
a equação (1) associa um par de direções reais e distintas e a equa- 
ção (2) associa um par de retas reais e distintas, cujas direções são 
as determinadas por (1). Por exemplo, substituindo as coordenadas 
(-2, 4) em (1), tem-se 4 = -2 p + 2 p 2 ou p 2 ~p-2 = 0 p = 2 
e p = -l. Anàlogamcnte, partindo de (2), temos: (7 = 2 e C=- 1. 
Assim, pelo ponto (-2, 4) passam as retas p = 2z d- 8 e y - -x-\-2 
da família (2), cujas inclinações são dadas por (1). Os pontos em 
que x 2 +• 8# < 0 darão raízes p e C imaginárias e distintas. 
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Km cada ponto da parábola x 2 4- Sy — 0 passa apenas uma 
reta da família, isto é, as coordenadas de um ponto qualquer da 
parábola estão de tal modo relacionadas que, para elas, as duas 
raízes C, de (2), e as duas raízes p, de (1), são iguais. Por exemplo, 
no ponto (- 8, - 8) passa apenas uma rota y - 2x -f 8, e pelo 
ponto (4,-2) passa sòmente a reta y ~ - * -f- 2. (Ver Fig. a). 

Verifica-se fàcilmente que a reta de (2) que passa por um 
ponto de x 2 + Sy = 0 é tangente à parábola nesse ponto; isto é, 
a direção da parábola cm qualquer ponto ê dada por (1). Assim, 
x 2 + Sy = 0 é uma solução de (1) e ê chamada uma solução sin* 
gular porque não pode ser obtida de (2) pela. escolha da constante, 
ísto^ é, não é uma solução particular. A curva correspondente, a 
parábola, é chamada uma envoltório, da família de retas (2). (Ver 
Fig. b, acima). 

Resumindo : 

— Uma solução singular de uma equação diferencial satisfaz 
à equação mas não é uma solução particular da equação diferencial. 

Os pontos pertencentes ao lugar (envoltóris) tfcm menor 
número de direções distintas, dadas pela equação diferencial, e 
menor número de curvas distintas, dadas pela primitiva correspon- 
dente, do que os pontos fora do lugar. 

Às soluções singulares de uma equação diferencial podem 
ser determinadas exprimindo as condições : 

a) a equação diferencial (em p ) tem raízes múltiplas e 

b) a primitiva (em C) tem raízes múltiplas. 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


Em gera), uma equação de primeira ordem não tem soluções 
singulares ; se fòr do primeiro grau não pode ter soluções singu- 
lares. Além disso, uma equação f(x, y, p) ^ 0 não pode ter solu- 
ções singulares se f(x, y, p) puder ser expressa eia fatôres lineares 
em p e racionais em x e y. . 

Eliminando-se X entre F(X) = 0 e F'(X) = 0 e igualando-se 
a expressão a zero, obtém-se a condição para que a equação tenha 
raízes múltiplas. A expressão mais simples assim obtida 6 chamada 
discriminante. O discriminante de 

aX 2 + bX4- c = 0 é b 2 -4ac, . 

o de 

aX3 + bX 2 + cX + d = 0 é b 2 c 2 4- 18 abcd - 4ac 3 - 4b*d - 27a H 2 . 

(Vor Problema 1). 

Para a equação inicial, os discriminantes das equações em p 
e C são idênticos e iguais a 8 y. 

Se E{x, y) fôr uma solução singular da equação diferencial 
— 0, cuja primitiva 6 g(x, y, C) = 0, E(x } y) será um 
fator de ambos os discriminantes. Entretanto, cada discriminante 
pode apresentar outros fatôres que dão origem a outros lugares, 
associados com a primitiva. Como a equação dêsses lugares, geral- 
mente, não satisfazem à equação diferencial, êles são denominados 
estranhos. 


Soluções estranhas. [Equação diferencial /(», y } p) = 0 ; 
primitiva g(x, y, p) = O.J. 

a) Lugar de Pontos de Osculação. 

Seja P um ponto em que passem duas ou mais das n curvas 
distintas da família g(x, y , C) = 0, tendo nêle uma tangente comum. 
O nümoro de direções distintas em P é menor do que n de modo que, 
nesse ponto, o discriminante p deve ser nulo. O lugar, se houver, 
de todos êsses pontos é denominado lugar dos pontos de osculação. 
Se T(x,y) = 0 fôr a equação dêsse lugar, T(x, y) será um fator 
do discriminante p. Em geral, T( x, y ) não é um fator do discrimi- 
nante C e T(x, y) não satisfaz à equação diferencial. 



y — 0 é um lugar d« pontos 
de osculação 
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b) Lugar dos Pontos Nodais. 

Suponhamos que uma das curvas da família passe em P e 
tenha, nesae ponto, um nó (ponto duplo com tangentes distintas). 
Não poderá, passar nesse pouto mais do que n - 1 curvas distintas, 
porque dois dos n valores de p respondem peio que acima se admitiu. 
Assim, o discriminante C deve ser nulo em P. 0 lugar, se houver, 
de todos êsses pontos é denominado lugar dos pardos nodais. Se 
N(x, y) = 0 fôr a equação do lugar, N (x, y) será um fator do dis- 
criminante Em geral, N(x, y) não é fator do discriminante p 
e N(x, y) = 0 não satisfaz à equação diferencial. 

c) Lugar dos Pontos dc Reversão. 

Admitamos que uma das curvas da família passe por P e tenha, 
nesse ponto, um ponto .de reversão (ponto duplo com tangentes 
coincidentes). O discriminante p dcvc anular-se em P t porque uma 
das p raízes é dc multiplicidade dois. Além disso, como no caso 
do n<5, não pode haver mais do que n— 1 curvas passando por P 
e o discriminante C deve ser nulo em P. O lugar, se houver, de 
todos êsses pontos é o lugar dos pmtos de reversão. Se C(x, y) = 0 
é a equaçao dêsse lugar, C(x, y ) é um fator dos dois discriminantes 
p e C. Em geral, C{x,y) = 0 não satisfaz à equação diferencial. 



tf — 0 é um lugar de •/ = 0 e um lugar de 

pontos nodais pomos dc reversão 


Se as curvas da família g(x,y,C) =0 forem linhas retas, não 
haverá soluções estranhas. 

Se as curvas da família forem cônicas, não poderá haver lugar 
dos pontos nodais nem lugar dos pontos de reversão. 


Discriminante p. O discriminante da equação diferencial 
K x , V> P) - 0, o discriminante p, igualado a zero, inclui como fator: 

1) a equação da envoltòria (solução singular), uma vez. (Ver 
Problemas 2-4). (A solução singular satisfaz à equação 
diferencial) ; 

2) a equação do lugar dos pontos de reversão, uma vez. (Ver 
Problema 7). (A equação désse lugar não satisfaz à equação 
diferencial, a menos que seja, também, uma solução sin- 
gular ou particular). 
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3) a equação do lugar dos pontos de osculação, dua* vèzes. 
(Ver Problema 5). (A equação dêsse lugar não satisfaz à 
equação diferencial, a menos que seja, também, uma solução 
singular ou particular). 

Discriminante C. O discriminante da primitiva g(x } y,C) = 0, 
o discriminante C, igualado a zero, inclui como fator : 

1) a equação da envoltória ou solução singular, uma vez; 

2) a equação do lugar dos pontos de reversão, três vêzes ; 

3) a equação do lugar dos pontos nodais, duas vêzes. (Ver 
Problema 6). (A equação dêsse lugar não satisfaz à equação 
diferencial, a menos que seja, também, uma solução sin- 
gular ou particular). 

Quando a equação de um lugar qualquer se enquadra em duas 
categorias, sua multiplicidade num discriminante é a soma das 
multiplicidades de cada categoria. Assim, a equação de um lugar 
de pontos de reversão que seja, também, uma envoltória, aparece 
duas vêzes no discriminante p e quatro vêzes no discriminante C. 

A determinação de soluções estranhas, porém, é mais do que 
um simples cálculo da multiplicidade de fatôres. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) .Achar o discriminante para cada uma das seguintes equações : 

a) p3+ px - y = o, b ) p z x - 2p*y - 19x 2 m 0, c) y = C(*-C)*. 

Nota. Êsfces discriminantes poderiam ser escritos ràpidamente usando 
a fórmula dada acima. Apresentamos aqui um processo que pode aer prefe- 
rido. 

o) Vamos eliminar p entre / (z, y, p) = ? 3 4- pz ~V = 0 e gj = 3p 2 4-z - 0, 
o que melhor pode aer feito, eliminando p entre 


3/-p|^ - 3P 3 + 3ps-3y-3p a -pr - 2px-3y-0 e g - 3p 2 +x - 0. 
Da primeiro, obtemos: p - que, substituído na segunda, fornece 


àj 


2x 


W + x-^ + x-O ou 4*»+27y*-0. 

Nota. Se / (x, y, p) - 0 6 do grau n em p, eliminamos p entre 

9Í n àj „ 
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b) Vamos eliminar p ectre 

3 / ~ p " 3p * x -fypy-l&r* - 3p d x + 4P 2 ?; = ~2j?y- 4ftr 2 = 0 

e- ~-3p 2 *-4j*-0. 

Da última, temos 9p*z^ = ICpV ou 9p<x* - I6p*y* - 0 e da primeira 
P 2 “ -24 — * que substituído na anterior dá: x* (2y* 4 - 27x<) = 0. 

c) Aqui g (x, y, C) - C 3 - 2C 3 x + Cx 2 -y = 0e vamos eliminar C entre 
(D 3í7 ~ C ^ 9 c -3C 3 -QC*z+3Cz z ~3y-3C 3 +iC*z-Cx 3 = -2C 2 z+2Cx 2 -3t/-0 


( 2 ) = 0 . 

cu 

Multiplicando (1) por 3 e (2) por 2x, e somando, temos : 
-2Cx 2 +2x3-9p = 0. 

Entrando com C - em (2) c simplificando, tenioa: 

y (4ar» - 27 y) * 0 . 

2 ) Reeolvcr y ~ 2rp - yp* e estudar as soluções singulares. 

Temos = — +■ yp e derivando em relação a y, vem : 

J~J-^fy +p + l/ t v ou <r’-»(p +>%)-». 



Família de parábolas y 2 * 2Gr-C 2 . 
envoltória y • * x . 


102 


eqüáçOes diferenciais 


. Q 

Integrando p + y ^ — O obtém-ee py — C c entrando com p — — 

na equação diferencial dada, obtém-se a primitiva y 2 *= 2C':r — C 3 . 


Os discriminantes p e C são 3 a - y 2 — 0. Como y =• x t y — -x 
satisfazem à equação diferencial dada, ambos oio soluções singulares. 

fie se eliminar p entre a equação diferencial e o fator p 2 - 1 = 0 , 
desprezado nesta solução, obtém-se, outra vez, a equação da envoltóna 
x* - = 0. A praença de um tal fator implica na existência de uraa 

solução singular, porém a recíproca não é verdadeira. Assim, Cate processo 
não deve ser usado para pesquisar soluções singulares 

A primitiva representa uma família de parábolas com o eixo principal 
no eixo dos z. Cada parábola é tangente à reta y = z, no ponto (C, C), 
e à reta y ■= -x no ponto (C, - C ). Ver Figura (a), página anterior. 



Família de retas y s Cx + c\ 

envoltória 4 x 5 ♦ 21 y 2 s 0 . 


3) Examinar as soluções singulares 
de p* 4- px - y - 0. 

Bata 6 uma equação de Clai- 

raut, sendo a primitiva 
y - Cx + CK . 

Os discriminantes p e C 
4r* 4- 27y* = 0 são uma solução 
singular porque satisfazem à 
equação diferencial. 

A primitiva representa uma 
família de retas tangentes à pará- 
bola semicúbica ix 3 -f 27 y 2 — 0 , 
que 6 a envoltória. Ver Figura 
( 6 ), ao lado. 

4) Examinar as soluções singulares 
de ÕpZy 3 + 3 pz - y = O. 

Do Problema 13, Capítulo 
IX, a primitiva é y 3 


Os discriminantes p e C7 têm a expressão 3x 3 + Sy 3 - 0. Como satis- 
faz à equação diferencial, é uma solução singular. 


• 5) Resolver (x* - 4) p 2 - 2 xyp -r 2 0 e examinar as soluções singulares e 

estranhas. 

Da equação vem 2y ■ *P ~~P~~ e derivando em relação a x : 

dp 4p 4 dp 1 , * <*P 
te-p+p* dx 

ou (p*x* - 4j> a 4- z 2 ) (p - x~^) =0. 


Dep-z^“0, p — Cz e a primitiva é C 2 (z 2 -4)-2Cj /- 1 — 0. O dis- 

^ <i y « 

oriinin&nte p é a : 2 (z 2 4- y 2 - 4) — 0 e o discriminante C é x 2 4-p 2 -4 = 0. 
x i yi „ 4 aparece uma vez em cada discriminante © satisfaz à equa- 
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ção diferencial. Ê uma solução singular. Também x = 0 aparece duas 
vêzes no discriminante p, não aparecendo no discriminante C nem satisfa- 
zendo à equação diferencial. 15 um lugar de pontos de osculaçao. 

A primitiva representa uma família de parábolas tendo o círculo x 2 -f y 2 = 4 
como ecvoltória. Ver Figura (c) abaixo. 

Nota l. As duas parábolas que passam num ponto P do lugar x = 0 
têm, em P, uma tangente comum. 


Nota 2. Uma curva da, família encontra a envoltória nos pontos 



Familia de parábolas 
C 2 íx 2 - 4) - 2Çy - 1 = 0- 
Fig. (c) Prob. 5 


6) Resolver drp 2 - (3x - l) 2 = 0« examinar as soluções singulares c os ostranhas. 

( g u | ~$4\ 

~ J X / ' C ' *** iutc S raçãü ' 

y= ±<z%-x^) + C, ou (y + C)' -x(x-l) 2 . 

O discriminante p é ifSi-l) 2 = 0, e o discriminante C é x(x- l) 2 = 0. 
x — 0 6 comum aos dois e satisfas à equação diferencial, isto é, x =■ 0, 

- 0 satisfaz à equação quando escrita com a forma -fcr-(âz-I) 2 = 0. 
15 uma solução singular. 


3r - 1 = 0 6 um lugar de pontos de osculação porque aparece duas 
vêzes no discriminante p, não aparece no discriminante C e não satisfaz à 
equação diferencial. 
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x - 1 “ 0 è um lugar de pontos 
nodais porque ocorre duas vCzes no 
discriminante C, nfio aparece no discri- 
minante p e nfio satisfci» à equação 
diferencial. 

A primitiva representa uma fa- 
mília de cúbicas, obtida movendo-se 
y 1 “ x (x - 1) 2 ao longo do eixo dos y. 
Estas curvas sfto tangentes ao eixo 
doa y e têm um ponto duplo em x *— 1. 

Além disso, em cada ponto de x « “ 

passam duos curvos da família tendo, 
nesse ponto, uma tangente comum. 
Ver Figura (d), ao lado. 

7) Resolver 9yp* + 4 « 0 e examinar as 
soluyOco singulares e as soluções estra- 
nhos. 

Temos 9 y = - 4/p 2 e diferenciando 
em relação a x, vem : 

8 dp , „ 8 

*"7? e X + C = ~Z7?' 

Eliminando p entro esta última relação e a equação diferencial, a primi- 
tiva é v 3 + (z 4- C) 2 «* 0. 

O discriminante p 4 y =» 0 e o discriminante C é ir* = 0. Como y «■ 0 
aparece uma vez no discriminante p, três vêzes no discriminante C e não 
satisfaz à equação diferencial, é o lugar dos pontos de reversão. 

A primitiva representa a família das parábolas seiuicúbicas, obtida 
movendo-se y* -f x 2 » 0 ao longo do eixo dos x. Cada curva tem um 
ponto de reversão, na interseção com o eixo dos x, e y « 0 6 o lugar dêsses 
pontos. Ver a figura abaixo. 




Família de curvas cúbicas 
(y*Cf B x(*-l>*. 

Fig. (d) Prob. 6 


Família de parábolas semi- cúbicas 
y 5 ♦ (x + C) 7 • 0 


8) Resolver x 3 p 2 -f x*yp + 1 
çõce estranhas 


0 e examinar as soluções singulares e as aolu- 

flsirannas. 

Resolvendo : y — ~'~t p ~ £p e derivando em relação a x, tomos: 

(1-*V> ( 2 P + Z ^) - °- 

0, px a “Ce, eliminando p entro ceta equação e a 

IU 

equação diferencial, a primitiva é C 2 + Cxy -b x — 0. 


dp 

De 2p+*^ 
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0 discriminante p 6 x 3 ( xy 1 - 4) = 0, e o discriminante C é z (xy 2 - 4)=0 

xy 2 - 4 = 0 satisfaz à equação diferencial e é uma solução singular. 

* — 0 é uma soluç.lo particular (C » 0). Note que ela aparece trés 
vezes no discriminante p e uma vez no discriminante C. 


9) Examinar as soluções singulares e as soluções estranhas de p 3 x~2p 2 y-10x 2 =0. 

Do Problema 4, Capítulo IX, a primitiva é C 3 x? - C 2 y -2=0. 

O discriminante p è X a (Zy 3 + 27x *) « 0. e o discriminante C é 
2y3 + 27a^ = 0. 

Como 2 y* -f- 27x* = 0 é comum aos discriminantes e satisfaz à equação 
diferencial, é uma solução singular. Em cada ponto da reta x = 0, lutigen- 
eiam-fio duas parábolas da família (para y Z. 0, &a parábolas sáo reais). 
Assim, x = 0 é um lugar de pontoa de oaculação. . x - 0 6 também uma solu- 
ção particular.. Algumas vézee essa solução 6 denominada solução infinita 
porque é obtida quando C -* « . Note-se. porém, que pode ser obtida para 
X - 0 quando se escreve a primitiva sob a forma x 2 -Ky- 2 X 3 = 0. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 

Determinar as soluções singulares e as soluções estranhas. 

10 ) y = px- 2 p*. 

Resp.: primitiva, y = Cx-2C 2 ; solução singular, x 2 = 8y. 

1!) j/V +2rp-y = 0. 

Resp.: prim., y 3 -f 3Cx - C 2 - 0 ; s-s., Ox 2 + iy 3 - 0. 

12) xp* - 2yp + 4x = 0. 

Resp.: prim., C 2 x* - Cy + l = 0 ; s.s., y 2 - 4x 2 = 0. 

13) xp 2 - 2yp + z + 2y = 0. 

Resp.: prim., 2c 2 + 2C (x - y) -f C* = 0; s.s., z 2 -f 2 xy-y 2 = 0. 

14) (3y-l)V -4y. 

prim., (x + C) a =• y (y - 1 )* ; s.s., y = o ; lugar dos pontos de 
oflculaçáo, y — 1/3 ; lugar doa pontos uodais, y « 1 . 

15) y •= -rp +x*p 3 . 

Resp. : prim., xy « C -f C'*x ; s.s., 1 -f áx 2 ^ = 0 ; logar dos pontos de 
oscul&ção, x *= 0. 

16) 2y = p 2 -f- 4xp. 

Resp.: prim., (4x* •+■ 3 xy + C) 3 = 2 (2r a -f- y) 3 ; não tem solução singular ; 
lugar de pontos de reversão, 2 x* -f y = 0. 

17) y(3-4y)*p*- 4(1 -y). 

Resp. : prim., (z - C ) 2 “ y 3 (1 - y) j s.s., y — 1 ; lugur dc pontos de rever- 
são, y = 0; lugar de pontas de oscuIrçro, y - 3/4. 

18) p* - 4x*p + 8 x*y — 0. 

iiesp.; prim., y = Cx a -C*; s.s., 4x° - 27^=0; lugar de pontos de 
oeculação, x — 0. 

19) 0» 3 + l)(r-i/) 2 = (r+pp) 2 . 

Sugestão : Usez = pcos0, 

y ~ p sen 9. 

Resp.: prim., [x - Q 2 + (y - C) 2 =* C 2 ; 8.s., ry = 0; lugar de pontos de 
oflculaçio, y = x. 



Capítulo XI 


APLICAÇÕES DAS EQUAÇÕES DE PRIMEIRA 
ORDEM E GRAU SUPERIOR 


Determinando-se a equação de uma curva possuindo uma 
dada propriedade, (por exemplo, a inclinação em qualquer ponto é o 
dôbro da abscissa do ponto), obteve-se no Capítulo VII uma família 
de curvas (y - x 2 -+- C) possuindo a propriedade determinada. 
Neste Capítulo, a família íle curvas será, freqücn temente, uma família 
de retas. Nestes casos, a curva que mais interessa é a envoltdria. 
da família. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 



1) Achar a curva cm que: 

a) h soma dos segmentos 
dotcrrainndos sôbre os 
eixos pela tangente seja 
igual a k. 

b ) p produto doe segmen- 
tos doterminados sôbre 
os eixos pela tangente 
seja igual a k. 

c ) o segmento determi- 
nado sôbre a tangente 
pelos eixos coordenados 
tenha um comprimento 
constante k. 

Consideremos a equa- 
ção da tangente 

y * P* +/(P)» 


sendo — / (p)/p a interseção com o eixo dos x o j (p) a do eixo dos y. 


a) Como J (p) -/ (p)/p = k, j(p) ~ kpl 1 -p), e a equação ihx tangente 6 

V -> px — Ê uma equação de Clairaut cuja primitiva é a família 
1-v un 

Cx - ^ ou tC 1 - (x + y — k) C + y — 0. A curva 


de retas y 


C 


procurada 6 a envoltória da família e sua equação é (z + y~ fc) s = *zy 



APLICAÇÕES DAS EQUAÇÕES DE PRIMEIRA ORDEM 


107 


ou 


* * ± y — k . Note que cata curva é uma envoltória (solução 
singular) porque satisfaz à equação diferencial e não pode ser obtida 
da primitiva pela variação do valor de C. 


ò) Como / (p) [-/ (p )fo 1 m lc, J(p) » 4- V- fcp, a equação da tangente â 
y “ pz ± V- “kp- É uma equação dc Clairaut e sua primitiva é 

V ~ Cz » t V-Cfc ou s 2 f? 2 -I- (fc - 2 ^ 2 /) C + = 0. 

A curva procurada, a onvoltdria da famfliu, tem a equação 4 xy = lc. 

c) Como [|/(p)j a + {-/(pj/p} 9 ]^ « fc, J(p) « i ftp/Vl+p 8 , a equa- 
ção da tangente é y = pr ± Ârp/V l+p 2 . A primitiva deata equação 
é y » Cx ± kC V 1 +• C*. 

Derivando em relação a C, temos : 0 = t ± kf{\ -f C 2 )^. 

Então, 

r = ± fc/(I 4- C*P, y - Cx ± fcC/(l + C 2 )^ - ± fcC*/(l + U 2 )*, e a 
equação da envoltória é 

+ ü* - + <?) + fc%/(l + (?) = Jfc 54 . 


2) Achar a curva em que: 

a) r soma das distâncias dos pontos (a, 0 ) e (-c, 0 ) à tangente seja igual a k. 

b) a soma das distâncias dos pontos (a, 0) e ( 0 , a) à tangente seja igual a k. 


Tomemos 

gonto. 


px - y +f(p) ^ q 

V"T-f p* 


como a forma normal da equação da tan- 


o) 


As distâncias dos pon- 
tos (a, 0) e (-a, 0) A 
tâDgente são 

op + J (v) 

VT +F 


-q p+J(p) 
Vl+P 3 


respecti- 


vamente. Então, 


2 f(p) 

V 1 4- p» 


/(l>) 


- Í“ A -VM-P 8 e a 



ío.0> 
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equação da tangente 6 
y=px + -5- k V 1 4 - p 2 

A primitiva desta equa- 
ção de Clairaut é 

jr-C* + -J-*V l + O 

OU 

(4x 2 - &’) C 2 - &r ? C 4- 
-f 4y2 - fc* - 0. 

A curva procurada, en- 
voltória da família. de 
retao, tem a equação 

* 2 + y 2 - -J-fc*. 


b) 


Ab distâncias dos pontos (o, 0) e (0, a) à tangente são 
- a . — . reapcctivamento. Então, 

VT+Í 5 


°p + ) <p) „ 
VTT^ 


-. a + ap4J ^g)_ fe , i(p)=! ^ |fcNTT ^_ a? + flJ 
VI +P* 

e a equação da tangente é y - pz 4 - ~r V 1 + P 2 - a? + 0 j . A pri- 
mitiva é k - Cz + (A: V 1 + C 1 -<*C -{- a]. 


Derivando em relação a C, temos : 0 — x +• -J- [fcC/V 1 + C* - aj. 


Então x - -^-[fcC/VTT^-a], V - + WV 1 + & + a], e a envol- 
tória da família de retas tem a equação x 2 4 - y 2 - ox - ay - -7- ( k 2 - 2 a 2 ). 


3 ) Achar a curva em que a tangente em qualquer ponto P seja bissetriz do 
ângulo formado pela ordenada de P com a reta que une P à ongetm 

Seja 9 0 ângulo de inclinação do uma tangente e $ 0 ângulo de incli- 
nação de 0P. Sendo M o pé 
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T ’ 1 -p‘ “ “ * ou =• Tp-rlp . Derivando em relação a x, 

2 p = p-l + ( I+ ^)g, „&• + !) .,<*. + !)* e tdt-páx- 0. 

Integrando : ln p *■* In r + In C ou p ■= Cx. Com êsse valor de p, 
a equação diferencial dá a família de parábolas : (Px* - 2 Cy - 1 «= 0. 


4) Achar a forma do uiu refletor de modo que a lur, partindo de uma fonte 
fixa, seja refletida em raios paralelos. 

Admitamos o ponto fixo na origem dos eixos e os raios refletidos para- 
lelos ao eixo dos x. O refletor é, então, urna superfície de revolução, gerada 
pela rotação da curva / (x, y) = 0 ao redor do eixo dos x. 

Limitando-nos ao plano xOy, seja P (z, y) um ponto da curva / (x, y) * 0, 
TPT' a tangente em P e PQ o raio refletido. Como o ângulo de incidência 
6 igual ao ângulo de reflexão, segue-se que: /. OPT - * = Z QPT'. 



Agora p - ^ » 

= * _V_. 

l-tg*i z * 


tg otp 



e tg zrOP = tg(T- 2 «) = -tg 2 ^« 


í-p» 


mi 5r = 



2 1 

Derivando em relação ay, — » — 

V P 


Então, p = 


X *-p-„É . É 

P* dy p 



Eliminando p entre esta relação e a equaçáo diferencial original, temos 
a família de curvas y 2 - 2 Cr + C 2 . Assim, o refletor é um membro da 
família de purabolóidea de revolução y 2 -f- s 2 - 2 Cx + (P. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 


5) Achar a curva em que qualquer tangente forme com 03 eixos coordenados 
um triângulo de área constante a 2 . 

Resp.: 2xy = a 2 

6) Achar a curva em que 0 produto das distâncias dos pontos (a, 0) e (-a, 0) 

à tangente seja igual a k. R k# = {k 4- 


7} Achar a curva em que a projeção sôbre 0 eixo dos y da perpendicular bai- 
xada da origem sôbre qualquer tangente seja igual a k. 

Resp.: x 2 = 4/: (k -y) 


8) Achar a curva em que a origem seja 0 ponto meio dos segmentos determi- 
nados no eixo dos y pela tangente e pela normal, em qualquer dos seus 

P° ntos - Resp.: x 2 + 2Cy = C 2 


9 ) 


Achar as curvas em que a distância da tangente à origem varie do mesmo 
modo que a distância da origem ao ponto de contato. 


Sugestão: 


+ 1 2 -L 


- ki 


9 

Resp.: p = Ce 


Vi-fc» 

fc 



Capítulo XII 


EQUAÇÕES LINEAHES DE ORDEM n 


Uma equação diferencial linear de ordem n tem a forma 

® *&+ft£3+*£í + ~. + ^g + A,-<fc 

onde Po ** 0, P\ , P 2 , • : • • • , P n t Q são funções de x ou constantes. 
Se Q = 0, (!) toma a forma 

(2) ^S + ft£3 + ftp+.-v^g + r rf -o' 

e é denominada homogênea , para indicar que todos os têrmos são 
ao mesmo grau (primeiro) em y e suas derivadas. 


Exemplos. 
A) x 


d*y 


a _1_ o d 2 y dy 

dx 3 f X dx? ~ “ x y = ^ x > de ordem 3- 


B) 


d 2 y dy 


dx 2 v dx ordcm 2 * 

A equação P) é um exemplo de uma equação linear homogênea. 


Soluções. Se y=y l (x) é uma solução de (2), então y-CW*), 
onde Ci é uma constante arbitrária, é também uma solução. Se 

y-V}( x )y y-ytM) y= y 2(x), são soluções de (2), então 

y — C\y\ (r)-f C 2Í/2 M +€'32/3(2)4- é também uma solução. 


rf„ ,IJ m . c . on Í un ío de soluções »-»,(*), jí=trj(*)‘ .... , »=*,„(*) 
ae çzj e denominado hnearmente independente se a igualdade 

Ciyi + 023/2 + C32/3 + + « 0, 


onde os c aão constantes, fôr verdadeira sòmente quando 

ci = c 2 = cs . = c n = 0. 
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Exemplo 1. As funções e T e e~* eão lineanncntc independentes. 
Para verificar, formemos cpj* + c 2 e — = 0, onde ci e c 2 sào cons- 
tantes, e derivemos, obtendo : c\é* - c 2 e * = 0. Resolvendo o 
sistema formado pelas duas equações, encontramos : c\ - c 2 - 0 . 

Exemplo 2. As funções e*, 2e*, © c~ z eão linearmente depen- 
dentes, porque cie* ■+■ 2cze* + c a e - * — 0 quando ci ^ 2, c 2 — 1, 

C3 — 0. 

Uma condição necessária e suficiente para que o conjunto de 
n soluções seja linearmente independente é : 

y x V* Va 2/n 

y\ y 2 y * y» 

ví vl vl ••• 2 /- 


»("->) »<-» • • • tiT 1 ' 

Sc j/ - ;/,(*), y - ya(*), ■■■-■■-, y = y.<*> b&o n soluçOes 

lineariiiente independentes de (2), então 

(3) y - Ci$/i (a?) -f C 2 y z (x) + •. + C u y n (x) 

é a primitiva de (2). 

Se y * tf (x) é uma solução particular, também chamada 
integral particular , de (1), então 

(4) 2 / - Ci i/i (a:) + C 2 2 / 2 (x) + + C n y n (x) + R(x) 

é a primitiva de (1) Note que (3) está contida em (4). Esta parte 
de (4) é chamada Junção complementar. A primitiva dc (1) 6 a 
soma da função complementar e da integral particular . 

Já chamamos a atenção para o fato de nao ser, necessàriamente, 
a primitiva de uma equação diferencial a solução completa da 
equação. Entretanto, quando a equação é linear, a primitiva e 
sua solução completa. Assim, (3) e (4) podem ser chamadas solu- 
ções completas de (2) e (1), respectivamente. 

Equações diferenciais lineares com coeficientes constantes 
(equação B , acima) serão estudadas nos Capítulos XIII-XVI. As 
que têm coeficientes variáveis (equação A) serão estudadas nos 
Capítulos XVII-XIX. 





EQUAÇÕES UNE ARES DE ORDEM n 


n PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Mostrar que a equação g - | - 2s - 0 Um duaa «luçdea distinta* da 
forma y - e a \ . 

Sc y - ««*, para algum valor de a, è. uma solução, a equação dada é 
satisfeita quando se fazem as substituições : y = e > “ ae ' dz* 

Tmivos- ^ -^-2 y « e or (a 2 -a-2) = 0 que é satisfeita quando 
dx fl di 

a - - 1, 2. 

Então y - e”* e y - e 3 * sSo soluções. 

* 2) Mostrar que y - C7,r* + Cje 2 * é fl primitiva da equação do Probl. 1. 

Substituindo y e suas derivadas na equação diferencial, vcrifica-se 
pronteSSSque { - Ck#- + C^« é uma solução. moetmr q^e ã 

' 4 primitiva... notamos, em primeiro lugar, que o número ( 2 ) de eonstantfâ 
arbitrárias e a ordem (2) «ia equaçáo são iguais e, em segundo lugar, que, 
sendo 

W = ' = 3e x ^ 0, y = e' 1 e y = e 24 

-e” x 2^* 

b&o linearmeute indepeadontea. 

3) Mostrar que a equação diferencial r> ^ - tfc ^ + 12y - 0 tom 3 »I«- 
çõoe lincarmente independentes da forma y - t T . 

Fazendo as substituições : 

g--*". g-rfr-l)-~, g-r(r-l)(r-2)xr- 

no equação dado, temo* (r e - 3^ -4r + 12) - 0_que 

r « 2, 3, -2. Au soluções correspondentes y = x 2 t y - x 3 , V * sâ0 lmea 
mente independentes porque 

I a x 3 z“* 

ir - 2x Zx 2 -2r-3 = 20 0. A primitiva é y = Ciz 2 + Ca* 8 + 

2 &z &r* 

dy _ 

4) Verificar que y - -ae n r 6 uma integral particular de ^ - rfz “ 2?/ = 
- coez + 3senz e «erever a primitiva. 

Substituindo y e suas derivadas ua equação diferencial, verifica-se 
que a equação é Batisfeita. Do Problema 2, a função complementar é 
y - C,e- r + C 2 e**. 

Assim, i\ primitiva é y - Cie“ r d- Ca* 8 * - senz. 
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55 -“Sm * pttrtiou,ar de ** 0 • - fc t + ^ - 

** «as? K«a^r«í43iasr que 1 — 

j, - C IZ 9 + c 2 x» + Csx~ 2 . 

■ AfiSÍm - a 4 y =. C ^ + C*** + Ca*-* + ]n *. 

6) Mostrar que ^ _ 3 i k « n . . 

Jar* da;3 0 ^ ^ “ 0 tnm sômente duas soluções 

unearmente independentes da forma y - ««*'. 

Substituindo y e suas derivadas na equação dada, temos 

e«( a 4 _ a3 _ 3o9+5a _ 2)!a o 
que é satisfeita quando a = 1, 1, I, -2. 


Como 


e-2* 

-2e~' 2z 


*0, c 


« z e* e r e~** 


* 


<* e' 


•* -2*“** 
f 4e~^ x 
* e x e* -Se -2 * 


e 1 < r 


f - ^ w 

as soluções iinearmente independentes não y - e y 


- 0, 


e“ a *. 


7) 

dire .rt ^aLv^oti 

Como 


TE*= 


se 1 z 2 ** 

e-2* 



** ze*+ c r í*e*+2r«* 

-2e-z* 


10 0 1 
110-2 

e z ze*+ 2 e r x^t z -\-Axe z -\- 2 c z 

4c-®* I 

« «* 

12 2 4 

13 6-8 

1 «* ze*+ 3e* *V+6M*+8e* -«*- 2 * 




--54e I ^0, 


MtM ouluí0 « 640 linearraente independentes e a primitiva 6 
y = Ci« z -f- c £ ze x -f C a x a e 2 -f C i e~~ at m 

8) Verifiear que e -aa íen * ^ n | a ^ de 

0 + <g + 13,-O 

c escrever a primitiva. 

Substituindo j o nua» derivadas, verifica-se que a equação 6 satisfeita. 
Como W = 3e ^ n < M soluções eão Unearmente independentes. 
Assim, a primitiva í t .«v. (C , omSz + C, sen &). 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 

9> SSS. 0 " 10 Um d °“ BeíUÍ: ' tKi ?nipos ie *"•95® “o lineamento 

o) seno*, coa oi d) «»*, eo* (a b ^ c) 

b) e^seabx, e"mbz t) Ini, itoi, iMm 

c) 1 , X, X 3 

Formar a equação diferencial tendo a primitiva dada. 


20) y = C,e'* -J- C 2 í -3r 


R-esp. 

: y" + -Gy = 0 

11) y “ Cie 2 * 4- Caie 2 ' + C 3 :rV' 

• 

Resp.. 

; y"’ - 0 y" -f 12y‘ - 8 y = 0 

12) = Cie 7 4- C 2 é** 4- e 6 , ;i2 


Resp.. 

’ y"-ty + 2y 

13) v = C, cw3i+C, 8 enSi+ (facMl+Rfini) 

32 

Resp.: 

y" 4- 9y = 2 cos x 

H) y =* Cix 2 4- Cai 2 In* ■ 


Resp.: 

x*y"-tx y' + Ay = 0 

15) y Ci i 4" C 2 z In i 4* C 3 i In 2 z 

4-^/9 

Resp.-: 

Â'" Txy'- V « 3r* 

10 ) ^ =* Ci sen i 2 4 - C 2 cos x 2 


Resp.: 

- y- -f. „ o 

17) 2 / «ln sen (i~ Ci) 4 - C 2 . 


Resp.: 

V" 4- (y *) 2 4-1-0 

1Ó) y* - Cix 4~ Ca 4* 2r 2 


Resp. : 

w" 4- ü /') 1 = 2 

19) i - Ci 4- Cjy 4- y ln y 


Resp.: 

4- (yy - 0 



Capítulo XIII 


EQUAÇÕES LINEARES HOMOGÊNEAS 
COM COEFICIENTES CONSTANTES 


A equação linear homogênea com coeficientes constantes 
tem a forma 


(D 


P J'y 4 - p d ‘~'y , p 

Po dx' + P 'd^ + P '- 


dx 


*— 2 


+ Ú + P ' y = 0 


onde P o ^ 0, Pi , P 2 , , P n são constantes. 

Trocando a notação g - Dy, g = ± g) = D- Dy = D’y, 
etc., ( 1 ) transforma-se em : 


(2) (P 0 /> a + PiD- 1 + PiD*- 2 + + P_i D + P„)y = 0. 

O «= ~ é um operador que atua sôbro y o 

dx 


(3) F 0 /J- +■ PiD»-i + P 2 /> n - 2 + 4- ZYaD + P* 

é, simplesmente, um operador muito mais complexo. Entretanto, 
será mais conveniente considerar (3) como um polinómio em D e 
representá-lo por F(D). Assim (1) pode ser escrito, abreviadamente : 

(4) F(D)y - 0. 


Pode-se mostrar que, em geral, quando (3) è tratado como um 
polinómio e fatorado como 

(õ) F{D) = Po(X>-mi)(D-m 2 )(I>-m 3 ) ; [D-m n _ x )(D -m n ), 

a expressão 

(6) F (D) y — Po (D-mi) (D-mz) {D-mz) {D-m^) (D-m n )y = 0 

ainda 6 verdadeira, i. e., é equivalente a (1) quando D ê considerado 
como um operador. Tal fato será visto num exemplo. 
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Exemplo. Na notação D, 


<&y . dy 

dz* iz*~ dx 


+ *v - o 


torna-se (D* -D* -4Z) + 4j y = 0 e, fatorando, (D - 1) (/) - 2) (D + 2) y = 0. 
Baf 

(D-l)(D-2)(D + 2)y - (Z> - 1) {D - 2) (£+2) y = (D - 1) (D -2) (^+2y) 

-< c ->{á(^)-(£+*>)}= 

- (D -0(0-4») = 

- 1 ( 0 - 0 -( 0-0 = 


. .dy d*y Py rpy ri y 

4 dz da* + 42/83 da?~Si*“ 4 ãr + 4y “ °’ 

ínf?üência Pr0Wfllna *' abllÍXO ' verifíeàr ' se - á “ «rd em doa fatôres uâo tem 


A equação 

F(TS) » (£- 771,) (Z)-m 2 ) (D -m 3 ) (*> -«**-«) (D - mj - 0 

é algumas vêzes denominada equação característica de (1) e as raízes 

m i, ni 2 , rns, , rn H são chamadas raízes características. Note-se 

que nao é necessário escrever a equação característica porque suas 
raízes podem ser determinadas de (6). 


Para obter a primitiva de (1) primeiro escrevemos a equação 
na forma (6). 

o) Suponhamos • • * m_, * m.. Então 

y = C,e"'' + C je " ! '+ C 3 e“»'+ + C.e~’\ 

envolvendo n soluções linearmente independentes do ( 1 ) 
com n constantes arbitrárias, é a primitiva. 

Assim, no exejnplo acima, onde 4« = n 

c IX a ãx y 

ou (D- 1)(D- 2) (I) + 2)y = 0, as raízes características são 1, 2 
-2 e a primitiva é y = Cie* + C 2 e 2 * + C 3 e" 2x . 

(Ver também Problemas 5-7).. 
b) Suponhamos m l =m 2 9*m 3 * Então. 


m x 


y — C]e 1 4- CíxíT 4- C 3 « 
é a primitiva. 




+ 


+ C % e 


V 
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Era geral, a uma raiz m t . dc multiplicidade r, corresponde 

Ci*"” 4 Csxe™ 4- C$x 2 e™ 4- 4 C r x r ~ l e mx 

na primitiva. 

/73< i fjjo*» du 

Assim, para resolver -7—7 - 2 -7-7 — 4 — h 8y = 0. escreve- 

dx s dx 2 dx 

mos as equações : (D 3 -2D 2 - 1D 4 8) // = (Z) -2) 2 (D 4 2)y = 0. 
As raízes características são 2, 2, — 2 e a primitiva é y = C\e 2x 4 
4 C 2 xe 2r 4 Cze~ 2t . (Ver também Problemas 8-10). 


c) Sc os coeficientes de (1) forem reais e se a 4 bi fôr uma 
raiz complexa de (G), a — bi também o será. Os têrmos 
correspondentes na primitiva são 

Aõ {a+bl)z 4 Pe (0 ” 60 * = «**(4lc* te 4 Be~ bil ) = 

= e“((7i cos 4 C y 2 sen õx) = 

= Pe" sen (6z 4 Q) = Pe ax cos(bx 4 P), 

onde 4, P, Ci, C2, P, Q, P são constantes arbitrárias. 

• O J 

Assim, as raízes características dc - 4 4 5t/ = 0 ou 

(D 2 - 4D 4 ò)y = 0 são 2 ± i. Daí a = 2, f> = lea primitiva é 
y = e 2x (Ci cos x 4 C 2 sen z). (Ver também Problemas 11-15). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Mostrar que (D -a) (D -b){D - c)y = ( D -b)(D- c) (D - o) y. 
( ü-a)(D-b)(D-c)y - (D -a)(D -b) (^- cy') = 

-(0-«)[g-C‘ + c)| + ^] - 


- (a + 6 + c) 4 (afc + be + ac) ^ - abcy. 
dx 3 ar 2 ax 


(Z>-E»)(D-c)(Z>-a)y = {D-b)(D-c)^-ay') - 

= (D . 6) [0_ (a + c) | +actf ] 


— |-(a4«>4c)£|4(al» 4 4 6c) ^ - abcy. 
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2) Verificar que y - C\e az -f C 2 e or + Cze™ satisfaz à equação diferencial 
(D-a)(D-b)(D-c)y - 0. 

Devemos mostrar que (D -a) (Z>-õ) {D-c) (Cie" +- Cze** -f- Cae'*) =■ 0. 
(D-a)(D-ò) (D-c)Cie at = (D-b) {D-c)(D-a)C\e az * (2)-ô)(D-c)0 - 0, 
c anàtogamente para os outros dois têrmos. 

3) Verificar que y = C\e mz + Csxe mi + Csx 2 e mz satisfaz à equação dife- 
rencial (D-m) 8 y = 0. 

Temos : a) (D - m) 3 C t e mr = (D—n) 2 (. D - m) Cií" 7 = (D - m)* O = 0, 
6) (Z> - m) 3 - (D - m) 2 C 2 e mt - (D-m)0 = 0 e 

c) (D - m)3 Caa»*?"* = 2 (D - m)2 C a ze mt ■= 2(D~m) 0 = 0. 

4) Achar a primitiva de (D - m) 2 y ■» O : (o) supondo a soluçfio da forma 
y — x f e” r , e (&) resolvendo o par equivalente de equaçOts (Z) - m) y - v, 
(D - m)v '— 0. 

o) (D-m)*y = (D-m)(D-in)zV"*- (D-mínf-V'* = r(r-l)z'- 2 « mz = 0 
quando r — 0, 1. 

Entáo, a equação tem duas soluções lincarmentc independentes : 
y =■ e mr e y - x<“*. A primitiva 6 y = Cie nt 4- Caze nx . 
b) Fazendo (D ~m)y = v, temos : 

(D-m^y — [D—m) (D—m)y - ( D-m)v = 0. 

Resolvendo (D~ m)v = 0, temos o = C 2 e mx . Como 

6 linear de primeira ordem, sua solução, pelo mátodo do Capítulo VI, fi 
f e-* 1 * (Cte nx ) dx ™ Cx + Ctx ou y = Cie"* + C’ 2 ze"*. 

RAIZES REAIS DISTINTAS 

5) Resolver ~ + ~ - 5y => O. 

dz 2 Ar > 

Escrevemos a equação : (D 2 + D - 6) y = (Z> - 2) (23 -f 3) y = 0. 

Aí raízes característica» são 2,-3 e a primitiva é y = Cie 2 '+C 2 -3 *. 

Podemos escrever (D 8 - D 2 - 12D) y » 0 ou D (D - 4) (D +- 3) y - 0. 

Az raízes características são 0, 4, -3 ca primitiva é 
V - A + C a e‘- +- Use" 3 '. 
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Temos (0 a + 2D* -ôD~b)y ou (D -2){D + 1)(D + 3 ) y = 0. 

As raizee características s&o 2, -1, -3 e & primitiva é 

V - Ci* 2 ' + + Cje-3'. 

RAÍZES REPETIDAS 

4 8) Resolver (Z>* - 3Z> ? + 3D - l)y ~ 0 ou (D - l) 3 y - 0. 

As raízes características são 1, 1, 1 ca primitiva 6 

y - Ck* + C 3 ze* + C&x 2 e z . 

0) Resolver (D*-f-6Z> 3 +5Z> ? -24í>-36>y- 0 cu (D-2) (2> f2)(D |-3)*y - 0. 

As raízes csraetorístieag &ão 2, -2, -3, -3. A primitiva 6 

y - Ge 2 ' + Cae" 2 ' + C,<r*' + C 1 *»-®*. 

10) Resolvor (D* -D* - 0 D 2 - 11D -4) y - 0 ou [D + 1)' (D - 4) y - 0. 

As raíxes característica» são -1,-1, -1, 4. A primitiva é 

y-«r x {C, + C 3 * + C3* , ) + <V*. 

* 

■ RAÍZES COMPLETAS 

11) Resolver (D 2 - 2Z> + 10) y = 0. 

As raízes características sâo 1 ± 3r e a primitiva é 
V ■ c* (Ci coa 3x 4- C 2 een 3*) ou Cse z «ai (3 j + C 4 ) ou Ci6*cos (3z + C 5 ). 

12) Resolver (D 3 + 47» y = 0 ou D (Z) 2 4- 4) y = 0. 

As raízes características sâo 0, ±2i e a primitiva è 
y — Ci + Ca cos 2c -f C3 sou 2x. 

13) Resolver -D+3 ) y = 0 ou (D*4-2D+3) (D2 -Dfl) y - 0. 

Aa raízes características «fio -l±iV2,-^-±-^»V3 e a primitiva é 
y - «T*(Ci coa Vi.x+Cascn V2*)+e^ *{C a 

coe y \ 3a +C 4 sen y V 3 ^)* 
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14) Resolver (D 4 4- 52> 2 _ 3Ô ) y - 0 ou (D* - 4) (D* + 9) y = 0. 

As raízes características sâo ±2, ±3* e a primitiva é 

y - Áe' ir + Bt~** -f-C3Cos3B + C4«jn3z — 

= Ci cosh 2r 4- Ca senh 2r +■ Ca cos 3x + C t sen 3x 
porque cosh 2x = ~ (e** + e" 3 *) e senh 2r = ~ (e 3 * - e -2 *). 

16) Resolver ( D 2 - 2U + 5) 2 y => 0. 

Aa raízes características são 1 ± 2», 1 ± 2i e & primitiva é 
y = e* (Ci cos 2 j + U a eco 2r) -f- xc * (C a oo* 2r + C< aea 2c) = 

«= e z { (Cl + Czx) cos 2c 4- (C2 4- C 4 r) sen 2x } . 


PROBLEMAS PROPOSTOS 

Resolver 


16) (D*+2D-16)y = 0 

y = Cie 3 * 4- C 2 e' a * 

17) (D*±D* -22))y - 0 . 

Zíejp.: y = Ci + C 2 e r 4- C*e~ 2x 

18) (D 2 4- 62) 4- 0) p - 0 

Rtxp.: y - Cie -3 * 4- C 2 zc~ a * 

19) ( D * - 62)3 4. !2Z)2 - 8D) y - 0 

Retp.: y - Ci+C2e*'+C*xt**+C&ti** 

20) (02-404-13)^ = 0 

Rcap.: y - e s * (Ci cos 4- C2 sai 3z) 

21) (D 2 4 25) 2/ = 0 

R«p. : jr - Ci coa o* 4- C 2 sen Ac 

22) (D 3 - D 2 4- 9/) - 9) j, = 0 • 

R*»p. : y - Cit* 4- C 2 ooe 3r -f C a sen 3r 

23) (D 4 4- 4£ 2 ) j/ = 0 

Re*p- : V =r Ci +C*x+C 3 coe 2r +C» sen 2c 


24) (D 4 - 6D3 + 13D 2 -12D 4- 4)y = 0 

*«P"' y - (C* + Ca*)** + (C 3 + C^e 8 * 

25) (£« + 9D 4 + 2402 + 16)y - 0 

R**P~‘ y = Gtcosr+Uasonar+íC. + C^cosaz+^+CBxjBcnZc 
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EQUAÇÕES LINEARES COM COEFICIENTES 
CONSTANTES 


A primitiva de 

(1) F(D)y = (PoD n + PiD— 1 + 1- + P*)y - Q(*)> 

onde Po^O, Pi, Pa, •••*•, P» são constantes e Q = 0, 

é a soma da função complementar [primitiva de F(D)y = 0 obtida 
no capítulo anterior] com qualquer integral particular de (1). 
(Ver Capítulo XII). 

Algumas vêzes a integral particular pode ser obtida por sim- 
ples inspeção. Por exemplo : y = y t ê uma integral particular 

de (P 3 -3D 2 4- 2 )y = x, porque D*y = D 2 y = 0. Tais equações, 
porém, ocorrem raramente. Apresentaremos neste capítulo dois 
processos gerais para obtenção de uma integral particular. Outros 
processos serão vistos nos dois capítulos seguintes. 

Nos processos abaixo, usaremos um operador j,. -— definido 

pela relação y~y-P(£)y = y. Aplicando o operador a (1) temoa 


F(D) 


F(D)y 


F (D) 


1 1 1 
■ — • ■ ■ ■ ■ ■ • - l 

D-m i D-m-z D - m 3 


1 

D — m. 


Primeiro Método. Consiste na solução de uma sucessão de 
equações diferenciais de nrimeira ordem, como se segue : 

FAZER a&OLYE» PARA OBTER 


FAZER 

1 


au ^ 


u ■= e 


'*** dx 


V = 7T U, 


- 7 --m^v 


v = e 


'-7 


y = — w 

* D-m 1 




m t r -n s 

y = e J ws dx. 
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Como se vê no Problema 3, abaixo, pode-se estabelecor a seguinte 
fórmula: 

Qe nnX (dx)\ 
(Ver Problemas 1-6). 


A) 


y = e n * yy" r *‘>* y^^ntix y fe"*-*"- 1 f 


Segundo Método. Consiste em exprimir - ■ como a soma 

r {D) 

de n frações parciais : - ■ ■ • -J* 2 — + -f Nm 


D-m\ D — m -2 


Então : 


I) - m n 


B) V = Wf Qf “•* âi + -V^e”" 1 / Qe~”“ 
+ *',<'"/ Qe~ m " r dl. 


dx +-••••-+- 
(Ver Problemas -i- 5). 


Ao calcular A) q H) ê costume desprezar as constantes de inte- 
gração ; de outro modo obter-se-ia a primitiva em lugar da integral 
particular da equação diferencial. A função complementar é deter- 
mniadu por inspeção e adicionada à solução particular para formar 
a. primitiva. 


As seguintes fórmulas serão iifeis : 


e lbI = cós bx 4- t sen bx 

e <>* -, f-ttx 

sen bx = — 

2i 

e bx = cosh bx -f- senh bx 


e ,ír = nos bx - i sen bx 

e V>z+ e -tlz 
COS bx = — 


e -b* = cosh b x _ sen h bx 


senh bx - ~ (<**' - e~ bx ) 


cosh bx = | (c 6í + e ~ bz ) 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Resolver (D, - 3/1 + 2) „ = S ou (D~l)(D-2)y - 

A função complementar é y « C,« x f C *** e a integral particular é 

„--i L_ c r 

y />-I D-2 r ’ 

Façamos k = e T . Daí 

(D - 2) m = ou jg-ft. 

- f <*c-*'dx = / = -e~* e tf - 
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Agora y - (J) - 1) y - u ou ^ - y 


y = * z J' — fZ f ~ x dx — — 


A primitiva é y - Cie* + C 2 e ,z - ze*. 


2) Reaclver (O 3 + 3D* - 4) y « a*-»* ou (D — 1) </> -f- 2) 8 y - se" 3 *. 

A função complementar é p Cie* + Cje- 3 * + Csze -21 e a integral 
particular é „ _ ^ ^ 

Façamos « - — T «~* z - 

Daí ^ + 2a - a*-** e a = / a*” 3 * . *2*,*. = i_ 2 3e~2r. 


Façamos p « JT^2 u * 

Daí — +2r = ~-z 3 <r 3 * e a » e ~ 2x f\ r a e~ 2 * -e is (k = —x 3 e~ 2t . 


Agora y - ^--y p. Então 


-y * jz?e- 2J e y = e* J ~-x 3 e-**-e-*dz = f &<r zx dz 


-i e -J 

18 C l 


w+ !* + ! 


A primitiva é y - Cie* -+- Cje -3 * •+■ Czxe~ a * “TõC** + z 8 ) c _a *, seudo 

lo 

os fcêrmoa restantes da integra! particular absorvidos pela função comple- 
mentar. 


3) Achar a integral particular de (D - a) (D - ò) y = Q. ' 

Uma integra] particular é dada por y = jr-^ — • — — 0. 

D — a JJ — o 

Seja Q «= u. Daí ^ - tu =» Q e u =* e bz f Qe~ 9x dx. 

Agora u «= “ — u. Então ^ - ay = u = e Vl f Qe-°* dx e 
V ~ a dx •* 

y-+* f e b *o~ a * f Qe- hl dx dx - c“* f f Qe-**(dx)». 
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4) Resolver (D* - 3D + 2) y ~ ** ou (D - 1) <D - 2) y ~ e*r 

A função complementar é y « Ci«* + Cae** e a integral particular 6 
1 1 . 


Primeiro Método. 

v=B D^l'D^2 tfitm ' ot f C<2_,)T / * 8 *-e- 9r (<&>* = 

Sepuuáo Método. 

I/ "(D-i)(D-2)' S '‘ (-Õ^T + F^)* 5 '" 

“ “•e*y* c°* • ds + e 2t / (* x • e~* x dx = 

A primitiva é y = Cie* + Cze 21 + ~ «»*. 

5) R<*o!ver (Z> a + 5Z> + 4) y - 3 - 2x ou (ü + 1)(£ + 4} y «= 3 - 2r. 

A função compíemontar 6j-C,r* + C* c -‘» e a integral particular é 

Primeiro Méiodo. 


v “dTT " e~* f f (3 -2*) «<*(<**)* - 


Segundo MHodo. 


V ~ D+l D + 4 (3 ' 2i, “ (dIt-F+í)' 3 - 2 *) - 

= \ e ~ X f (3 -2x)e*dT- / (3- 2*)c 4s dr - 

- 1 e ~* («•*- a»*+a>') (f « 4I - y «*' + t ‘‘' j - ^ 


A primitiva é y = Cje-* -|- C 2í -«* 


1 , 11 
2 * + 8 ' 
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6) Resolver (D 3 - òD z + üD -4) y =» e 2 * ou ( D - I) (£> - 2) 3 y - e 2 *. 

A função complementar ê y = Cie* + C a e 2z + Cjre 2 *, e uma integral 
particular é 

■ y " (D-i) {d- 2Y ***; 

1 1 1 
V " D- 1 ’ D - 2 ' D - ; € 

= e r / ” 1 > 1 / e ' 2 " 2 > * / e 22 e"** (dz ) 3 - 

* e x f e x f f (dx ) 3 = e* f e* f x(dx ) 2 é 1 J e z -^-x 3 dx = 

= i * z f ****** - t « 2 í* 2 * 1 - 2W* 4- 2«*> - ■§■ e 22 <x 2 - 2x 4- 2). 

A primitiva é y - Cie 1 4- Cje 21 4- Caxe 2 * + -j x 2 e 21 , sendo os tírmos 
rcetantas da integral particular absorvidos pela função complementar. 


7) Resolver (D 2 + 9) y = x cos x. 

A função complementar ã y = Ci cos 3* 4- C 2 sea 3x e uma integral 
particular é 


1 


D 2 4-9 


3 cos z = e~* iz / e (3í + 3fl * f x cos x e ~ 3<2 (dz) 2 . 


É mais simples aqui empregar cos x = ± (e ,s 4- e-*), de modo que : 
y = ±. e -U* f *61* f x ('-2 + 

= **'* 2<í + = 

* / (|-»^ í * + -^^4--i»ie 2 ‘'4-^^)dz = 

- + ■ 

1 , 1 
= — zcosz4-^senz. 

A primitiva é y * Ci cos 3z 4- Ca sen 3z 4- 4 - z cos z 4- sea z. 

O 04 

8) Resolver (D 2 4- 4) y = 2 cos x cos 3r = cos 2x 4- cos 4x. 

A funçáo complementar é y - Ci cos 2z 4- C 2 sen 2z e uma integral 
particular é 

» = 5*T4 (cos2l - ! - 008to) ‘ T’ (õTã" ^hi) <cos 21+038 fa,= 

■ = T * [r**f (cos2z4-cos4 x)e 2iI dx-<£ iz f {co$2x+coi4x)e- 2ix dx } = 
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- | i { e"*' / c* ir [ i (#** 4- *-><*) + t (•“* + •“«*)] dx+ 

- é“* f e~*t* [ -è- (e«* 4- e” 2 ' 1 ) 4- 7 (e 4 ** + <“ 411 )] ^ } = 


- — { «“»'* f ( e u * 414 « eíí 4- « -aí “) »*!+■ 

— f (1 4- e -4it 4 ««* + «-•<*) tdx} - 

- e”* (.* - ~ «"“* 4- -i- e 2 '* - -g- «-«**) } - 
« j {- ir <e** - e- 2 ‘0 + j (e 2 '* + e" 2 *) - j <««* + «“«•)} » 

™ 4 *\ 2Í / + 16 V 2 / 12 \ 2 / 

» ^ zsen 2z 4- ^ cos 2x - ^ eos 4x 

A primitiva 6 y - C, «os 2x 4- C 2 een 2x 4- ^ * sen 2r - ^ cos 4z. 


9) Resolver (D 2 - 9D 4- 18) y = e . 

A função complementar 6 y = Cie * 2 4- Cje®* e uma integral parti- 
cular é 


I 

(D-0)(Z>~3) 




ffix J e -zx f . e -3*(iz}2 = 


~ i ,-at i * g-St l e ~3 1 

- e«* / c _3x (- j « e (-e~ 3z ) T dx = ^-e 

A solução < i/ = Cie 3 * 4- (C 2 + ^ e ) «**• 

Nota. Trocando-nc os fatórec, uma integral particular ê 

e~ 3x 


y-é*' f ** f t - e-«*(dr)*. 


Fazendo: e 31 


v “ òt. 43' / e ’ r (*>’ - r, 4 e ’ (7 - 7 ) * = h e ' 


1 e- 

ou »“T e 


31 


. e® 1 , como antes. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 


10) Calcular, desprezando as constantes arbitrárias. 



S«P.. y«* 

f > D'-!" 

iíesp.; xe z 

0 ã^C*+« 

Re/p.: x 

fl + j <-’ + ') 

Rcsp. : i 2 - 2a + 3 

,) d+2 m** 

ffwp. : ^ (2 sen 3x - 3 cós 3x) 

« D+2 er “ 3a,Sx 

ftesp.: - y <r 2x cce 3c 

Resolver : 


11) <Z> 2 - 4D + 3)y - 1 

Rcfip.: y — Cie* + Cie 9 * ■+* 1/3 

12) (D 9 - 4D) y — 5 

ifcap. : y — Ci -f- Caí 4 * — 5x/4 

13) ( D • - 42) 2 ) y - 6 

2?<wp. : y — Ci + Car + Cse 4 * - 5x 2 /8 

14) (D* - 42)3) y ** 5 

Re#p.: y“Ci4-C»r + Cax J +C 4 e 2r + 


+ C’ 8 f- 2 '- 5xV24 

15) (D 3 -iD)y = x 

tfesp.: y - Ci + C s « 2 ‘ -f C 3 r- 2 *- i 2 /8 

16) (X^-BD + OIy = « 2r 

iteap.: y = Cie 3 * + Cjjxe 3 * + è iz 

17) [D* + i)-2)t/«2(l+x- 

- a 2 ) itesp. : y - C,e 2 + C a «r 2e + x* 

18) (Z> 2 — 1) y = to 1 

Resp. : y = Cie* + Cie - ”* + e* (x* - 

19) (D 2 - l)$“sen 2 x *= y(l- 

cos 2x) #eep. : y = Cie* + Ca* - * -y -f 


+ 2. cos 2 * 

y 

10 

20) (D 2 - 1) y = (1 +e-^)-2 

Re/p . : y ~ Cie z + Cí€~ z ~ 1 -f 


+ ln (1 + e ) 


21) (D 9 + 1) y coaec x Iic*p.: y — Ci ccex + C-jaca x + 

-f- Beu t ln acu x — z coa x 

Resp. : y = C,e* + C 2 e 2 *- e?* sen er* 


22) (Z> 2 -3D + 2)y = fien«-* 



Capítulo XV 


EQUAÇÕES LINEARES COM COEFICIENTES 
CONSTANTES 


Variação de Parâmetros, Coeficiente* Indeterminados 


Dois outros mctodoa para determinar uma integral particular 
de uma equação diferencial linear com coeficientes constantes 


(1) F(D)y - (D*+PiD*-'±P*D*-* 4- +P^,D+P«)i/ = Q 

serão apresentados por meio de exemplos. 

Variação de Parâmetros. Da funçfio complementar de (1), 

y - Ciyi(x) +C 2 Va(x) + + C n y n (x), 

tiramos a relação básica 

(2) y = Li(x)yi(x) -f- L 2 {x) y 2 (x) -+ 4- L m (x)y H (x) 


substituindo os C por funções desconhecidas de ar, cs L. O método 
consiste em um processo poro se determinar os L dc modo que (2) 
satisfaça (1). (Ver Problemas 1-4). 

Coeficientes Indeterminados. A relação básica é 

(3) y = A ri(z) 4- B r*(s) 4- Cr 3 (x) 4- 4- Gr,(x), 

onde as funções n(x), , r*(z) são os têrmos de Q e os que 

apçrecem por derivação dos mesmo3, sendo A, B, C t •••, G cons- 
tantes 

, Por exemplo, se a equação fôr F(D)y = x* t tomaremos para (3) 
y = Ax* + Bx 2 + Cx + D] 
se a equação fôr ](D)y - e* 4- e 3í , tomaremos para (3) 

y = Ae* 4- Be 3 *, 

porque não se obtém nenhum têrmo pela derivação de e* e e a * ; 
se a equação fôr F{D)y — s enaz, tomaremos para (3) 

y — A son ax 4- -B cos ax ; 

se a equação fôr 'F(D)y = sec x, o método falha porque o número 
de têrmos obtidos pela derivação de Q sec x é infinito. 
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Entrando com (3) em (I), os coeficientes A, B, C, podem 

ser determinados pela identidade resultante. (Ver Problemas 5-6). 

O processo deve ser modificado quando : 

а) Um têrmo de Q é também um têrmo da função comple- 
mentar. Se um têrmo de Q, digamos u, fôr também um têrmo da 
função complementar, correspondente a uma raiz m de multiplici- 
dade 8 t introduziremos em (3) um têrmo x'u e mais os têrmos que 
aparecerem da derivação dêate. 

Por exemplo, para determinar a integral particular de 
(D - 2) 2 (2> + 3 )y = íH x 2 , 

a relação básica é 

y = AxW* + + Ce 2x + V* 2 + Ex + F, 

os três primeiros têrmos resultando do fato de ser o têrmo e z x de 
Q, ura têrmo da função complementar, correspondente a uma raiz 
dupla, m — 2 ; assim, empregamos x 2 e* e todos os têrmos resul- 
tantes da derivação dêste último. 

б) Um têrmo de Q é x r u e u ê um têrmo da função comple- 
mentar. Se u corresponder a uma raiz m de multiplicidade s, (3) 
conterá o têrmo x r+, u e todos os resultantes de sua derivação. 

Por exemplo, para achar uma integral particular do 

(2>-2) 3 (D + 3}y = sV r + ;c 2 , 
a relação básica é 

y •= AxV*+Bx*e**+Cxh*+Dzh*+Exe»+Fe 2x +Gx*+HxA-J, 
os primeiros seis têrmos resultando do fato de ser e 21 uma parto 
da função complementar correspondente à raiz tripla m 2. 

(Ver Problema 9). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 
VARIAÇÃO DE PARÂMETROS 

1) Mostre que acudo y - C t y i 4- C s y a .+ C 3 y 3 n função complementar de 
F {D) y ** (D* 4 PiD* + P 2 D + F,) j - <2 

tem-se 

( 1 ) y = Jnyi + 4 

IMDIIIH IIIIU solução particular do equação difcrondal, onde Li, I*, satis- 
faz à condição j 

L l y l 4 i 2 y 2 + L i y z " 0 

L, yj + = 0 

Vi + L 2 y 2 + í»3 »3 " 0» 


A) 
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De A), por derivação aicessiva, tem-se y - LiVi + Esya + Lty * : 

Dy - L l y\ + Va + Vs + (L,y, + h '$ 2 -f i^y 3 ) = 

= VÍ + Va + V* 

B) D 2 y m VÍ -f L 2 y 2 + Vs 4- (L,y, + L 2 y 2 + L 3 y 3 ) = 

- Vj + Ví + VÍ 

D 3 y = VÍ + Va + %8 + ^Vl + L 'Á + 7 4V3) " 

- L,y 2 + V 2 + V 3 + 

Então 

F (D) y = L t J y"j + P,y' 1 ' + Va + Vl } + L a { ? 2 + Va + Va + Va I + 

+ £ 3 1 V 3 + ^iJ /3 + Va + Va } + Q = 

- L» P (D)yi +-Z*F{D) y» + Z* F (D)y» + Q =■ 0 + 0 + 0 + Q = <?, 

porque yt , j/a, ya são soluções de P (D) y = 0. 

Para empregar êste método: 

a) Escrever a função çomplementar. 

b) Formar a função L, (1), que será uma integral particular, substituindo 
os C da função complementar por L. 

c) Determinar as equações B) derivando (1) um nluiero de véaes igual ao 
grau da equação diferencial. Depois de cada derivação, igualar a soma 
dos tôrmofl contendo derivadas dos L, a zero, exceto n& íltima deri- 
vação, cm que se iguala a Q. As equações assim obtidas formam .0 
grupo A) de equações. 

d) Resolvendo essas equações, determinar L 2 , 

e) Obter L\, L 2 , . , por integração. 


2) Resriver (D 2 - 2D) y = e* sen x. 

A função eomplemeutar é y - Ci +- C*c**. 

Formamos a relação 

y - Zn + W, 

obtendo, por derivação, 

Dy = 2 L* 2x + (Di + V 21 ), 

e f&scndo 

(1) L\ +■ L 2 <? x - 0. 

Agora Dy * 2L 2 e 2x , D 2 y = 4L 2 * 2r + 2L 2 é ix e daí 2 L 2 e* x ** Q * e r sen 3 . 
• Então, Z4 “ T .^~ Zsen x e L 2 = — j-e -1 ( sena: +* cosz )- 

De (1), L\ 7 - l£e** = - - e* sen 2 e Lj = - -J- e* (sen z - cos 2 ). 
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Uma integral particular da equação dada é 
y^Li+Lté 21 = - -«'(senx-cosx)- ~ e* (sen z + cos x) - - ~ e* sen x 
e a primitiva é y = Ci + Czé** - j t* sen x. 

3) Resolver (D 9 + D) y - eoeec x. 

A função complementar é y =■ Cj 4- C 3 cos z 4- Ca sen x. 


Da relação 


y = Li + L 2 cós x Lj sen a 


temos 

e dsí 
( 1 ) 


Dy - (-L a senx + L 3 cosx) + (L t + L^cmx + 1^ Ren x) 


( 2 ) 


Então 


Temos 


Então 


L l 4- L 2 cob x + L z aen x - 0. 

Dy — -E a soa » -f- £ # coa x, 

Z> 3 y = (-L 2 cob i - L 3 sen x) + (~L 2 sen x + U 3 cos x). 

- Lj seu r + ig co»x - 0 . 

D’y — - Ira coa í — 1/3 sen a;, 

Z> 3 y = (L 2 sen x - L 3 cos x) + (-L 2 cos x - U 3 sen x). 

Temos 

(3) - Lg cosx - L 3 tenx - Q - cosec z. 

Somando (1) e (3), L\ - cosec x e Lj = - m (cosec x + cotg x). 

Resolvendo (2) e (3), L 3 = - 1 e Lg=« -cotgx, temos: L 2 => -x e 
J-j ■= — ln sen ar. 


Então, uma integral particular da equação diferencial é 

V = Li-\-L*cmx + L a 9©U x - — ln (cosec x 4- cotgx)- cos x la aonx -x eonx 
e a primitiva é 

V °C\ + C a cos x + Cs sen 2 -ln (cosec z -f- cotg x) - coa x ln sen x - x sen z. 


4) Resolver (D 2 - 6Z> + S) y - e 3 */* 2 - 

A função complementar é y - C»* 3 * 4- Caze 3 *. 

Da relação 

y “ Lte 3 * 4- írjxe 33 

temos 

Dy - (3Zrj 4- Dg)e»* 4- 3Lgxe*» 4- (L^e»* 4- Lpt**). 
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(D LÍ* 3 * + = 0. 

Entáo 

D*y - (9L, + GL 2 ) r»* + 2L<pe** + (3^ + r 3 * + 3 I&fi*, 

. « daí 

(2) (3L t 4- L\) e 3 * 4- 3/4 se 3 * - a 3 */* 2 . 

RMolvMdo (1) o (2), L\ - - 1 /z e Li* l/a: 2 , temos: L. - - ln a 
l^a — - l/st- 

Então, uma integral particular da equa^So diferencial é 
y =■ Lie 31 -f Laare 1 * =* - e 3 * In x - e 3 *, 
e a primitiva 6 y - C x t?* + Care 3 * - c s * I u *. 

COEFICIENTES INDETERMINADOS 
5J Kesolver (IP - 21) ) y - e l sen z. 

A função complementar ó y - Ci + Cie z . 

Como uma integral particular, tomamos y -* Ac' sen i -f- Se*cosz. 
Então f 

Dy *= (A - B) t z sen x + (A + B) t z coax, 

D 2 y = - 2 Re 1 sen x -f 2Ao s coe x, 
e (D 2 - 2 D) y a - 2 A« r sen 2 : - 2fte z cos 2 : « c 1 sen 7 = Q. 

Igualando os coeficientes correspondentes -2A = Ie-2fi = 0, vem 
A = - i eü = 0 . 

Assim, uma integral particular da equação diferencial é 
y = Ac' sen x 4 - /te' cos x = ~ 7 e a senr, 
e a primitiva éy-Cj + C 2 c 2 * - y c I aca x. 

Esta primitiva foi obtida como no Problema 2, acima. 

6) Resolver {D 2 -2D 4 - 3)y - r* + senx. 

A função complementar éy«e‘ (Ci cos V 2x + C 2 sen tf2 x). 

Como uma integral particular tomamos 

y ■ As? 4- Bs? 4- Cx 4- li + F sen x + ff coa x. 
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Então 

Dy « 3 Ax 2 + 2£z 4- C -Cf aen i + F coa x , 

D 2 y - 6 Ax 4- 2 B - F sen x -Gcosx, 

e (D 2 - 2D+3) y - 3A^+3 [B - 2A)t 2 +(M -4fí+§A)x+®E- 2f?4-2/?)4- 

4- 2(F + G)son3- 4- 2(G-F)cosx - x 3 4-senx 

Igualando cs coefiraentes correspondentes : 3.4 =1 e A •= 1/3 ; •/? - 2A =»0 
c J? = 2/3; 3C-4R + 6A - 0 e C - 2/»; 2E -2C + 2B ^ 0 c £ = -8/27; 
2 (F + <3) - 1, O-F-OeF-ff-J-. 

Então, uma integral particular da equação diferencial' 6 
1 2 2 8 1 
s, “ T** + ‘3 X ’ + í r:,_ 27 + T ( ‘ cn * + co ” x) 

e a primitiva é 

y = e* (Ci cop V 2 z + C 2 sen V 2 *) + ^ (fct 8 + 1 Sr 2 + ftr - 8) 4- 

+ (SCO X 4* COS X). 


7} Rceolver (D 3 + 2D 2 - D - 2) y - e T 4- x*. 

A função complementar é y — Cie* 4- Ca«~* 4- C%e~ 2x . Como « z apa- 
rece em Q e na função complementar, correspondendo a uma raiz de multi- 
plicidade um, tomaremos como integral particular: 

• (1) y - Ax 2 4- Sr 4- C + Exe x + Fe* 

Então 

Dy = 2Az + B 4 Exr, r 4" (F 4* F)è T , 

D 2 y - 2A + Ext* 4- <2F 4- F) e x , 

D*y = Fx* z 4- (3 E 4- F) e r , 

e (D 3 +2D 2 -D-2)y = -2A* 2 -2 (B4-A)*4-(4A -B-2C)4-ÔFe z = «*4-«». 


Igualando os coeficientes correspondentes, - 2A = 1, lí 4- A = 0, 
4A-2Í-2C = 0, 6F - 1 ; assim, A , R «= -j- , 
e F é arbitrário. F é arbitrário aqui porque Ci« z á um têrrao da função 
complementar. Então, ao escrever (I), h inclusão de Fe* foi desnecessária. 


Uma integral particular é y*-— -^-r 2 4-’-^-x — 4- xe z e a pri- 

mitiva é y = Cie* + C 2 e~' 4- Cse" 2 ’ - ~ z* 4- y x - -j + xt*. 


8) Resolver (D 2 - 4D 4- 4) y -= x 3 /> 2 * 4- rs** 

A função complementar é y « C\e 2t 4* C 2 xe 2s . e 2c é uma parte de 
Q e aparece, também, na função complementar, correspondendo a uma raiz 
de multiplicidade dois. Como uma integral particular, tomamos: 

V = Ax*é* r 4- Bx*é** + Cx 3 e 2x 4- Fx 2 e 2r . 
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Note que oo têrmos encerrando xé* T c e 2 * n ão foram incluídos, porqne 
aparecem na função complementar com coeficientes arbitrários. Então : 

Dy = 2Ax a é z * + (5A + 2 B)X*e?‘ + (4 B + 2G)z*e a * + 

+ (3C + 2 E) x*e** + 28»**, 

JPy = 4A*®* 2 * + (20A4-4i9)z 4 e a, + (20A + 165 -f 4C)*V* + 
+ (12B+12C+4E) I r 2 c 2 * + {6C , +8N)w 2 *+25e 21 

e {D 2 -'4D-f4)y - 20AaV* + 12Bx*e a * + ÔCse»* + 2K<** - z** 9 ' + «*'• 

Igualando os coeficientes correspondentes: 20A = 1, 122? — 0, 6C — 1, 
2E = 0; assim : A = lf20, B « 0, C - 1/6, N - 0. 

Uma integral particular é 
e a primitiva é 

y - Cje 3 * + <W + -**«** + \ 


9) Resolver (D 2 4- 4) y « x 2 sen 2e. 

A função complementar é y ■ Ci cos 2z + Ca sen 2r. 

Como i 2 sen 2r aparece emÇe2r é uma parte da função complemen- 
tar correspondente a uma raia de multiplicidade um, tomamos como integral 
particular 

y - Ax 3 cos2j + »^sen2z-KVco«2r + 2& z í}en2z+/';rccs2r + (?rsen2z. • 

Note que H cos 2 c+N sen 2r não foram incluídos, porque éstes tênnos 
estão na função complementar. Eut&o : 

Dy = 2/k 3 cos 2z - íAi 3 sen 2x 4- (3A -f 2E) i 2 cos 2x + 

+ (3R - 2C)z 2 sen 2r + (2C'+ 2G)xcos2x + 
+ (2 R - 2F) z sen 2x -f F cos 2r + 0 sen 2z, 

D 2 j/ - -4Az s cos 2x - 45Z 3 sen 2x -f- {\2H - 4C) x 2 cos 2z +- 
+ (-12A-4E)z 2 sen2z+(6A+8A , -4F)zcos2r + 
•f(6B-8C-4(?)2sen2r-K2C , +4G)cos2z+-(2A , -4í’)sen2z 

e (2>*+4)y - 122?z a cos 2x sen 2* + (6A + 85) z cos 2* + 

+(ÔB-8C)z8e^2z-K2C+4G)ccw2* ; +(22?-4í , ) ô cn2*- 

= z* sen ir. 

Igualando os coeficientes correspondentes, -12A = 1, 1223-0, 6A+8E-0, 
6Í3-8C-0, 2C + 4C7-0, 2S-4F-0; assim, - -1/12, B = 0, C - 0, 
2? = 1/10, /* - 1/32, C - 0. 


Uma integral particular 6 

l/ = — j^r 3 cos 2i-J-^z 2 ften2r-f-~zc<«2r 

e a primitiva é ■ * 

y - C,cos2z + Ca a>n2z-^ i 3 oos2c + ^r 2 son2z-f — z cos 2x. 
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13C 

PROBLEMAS PROPOSTOS 
Resolver, empregando o método de variação de parâmetros : 

10) (D 9 + l)y - ooscei 

R&P'! y - Cioosx + CzaeDx + senxUiBcnx-xcosx 

11) (D*-M)y = 4Ree*2r 

Resp.: y = Ci cos2a; 4- Cj sen 2r- 1 4* sen 2zln (sec 2x 4- tg 2z) 

12) (D 2 - 4D + 3) j/ = (1 +e~ r ) _1 

R<*p. : y - C x e* + C 3 < 4 * -f | « 9 * + £ (e* -c*‘) In (1 + c~ x ) 

13) (D*-l)y-e-*Beae-* + co5e-* 

Resp. : y = C’ie x + C 2 e“* - e r sen e~ x 

14) (D*- l)y-(l+«T* 

««*>•: v - Cie* 4- C*T‘- 1 +e~* In (1 + «*) 

Resolver, empregando o método dos coeficientes indctorminadoB : 

15) (D 2 + 2)y — e 1 4- 2 

Reap. í p - Ui eoR V2 ar -f C a een V 2 x + c z /3 4- 1 

16) (D 2 -l)p-« I sen2x 

y = Cie* + C%t~* - e r {seu 2r + cos 2r)/8 

17) (D 9 + 2D + 2) y — x* + aeu r 

líesp.; l/ = e^*(C 1 co8x+C 2 seDa:) + -i(2-l) 2 4-|-(s«ix-2 cos ar) 

18) (D2-9)y =x + « 5 *-aen2x 

«esp.: p = Cie 3z 4-C 2 e-«*-^9-e 2z /5 4-~scn2í 

19) (D 3 +an*+2D) V = x*+4x + fi (Usar 4*3 4. + Cx ). 

Rcsp.: v -C x 4-C 2 €- í + C 3 e- íZ 4-4-* s + '-r^ 

o 4 4 

20) (D 2 -f l)y = -2scnar 4-4xcosz 

Resp.: y — Ci cosa: 4" C 2 senx + 2x cosí 4* x 9 aen x 

21) (D 3 - D 2 - 4D 4- 4) ff = 2T 3 - 4x - 1 -f 2xH z * 4- 5xe 3í 4- e** 

Resp.: y «= C,í r 4- C D f 2 * + C,«-2* 4- ~* 2 4 -í.*3«a* 

Z 0 



Capítulo XVI 


EQUAÇÕES LINEARES COM COEFICIENTES 
CONSTANTES 

MlUtdoe AhretíaJo» 


Uma integral particular de uma equação diferencial linear 

F(D)y — Q com coeficientes constantes é dada por rj — — y Q. 

b (D) 

Para certas formas de Q, o trabalho necessário para o cálculo dêste 
símbolo pode ser bastante reduzido, do seguinte modo : 


a) Q é da forma 


1 

F(D) 


e ax = 


m 


,ai 


P{a) * 0. 


(Ver Probl. 2-3 quando F(a)j£ 0, e Probl. 4-5 quando F(a) = 0). 


b) Q é da forma scn(ax b) ou cos(ax-fò), 

v = Rpn (a* + W sm < ax + *>), F (~ a2 ) * o, 

y - p' D zj- cw ( ax + 6 > - FjZtf) cos(ai + 6 ). F (-° T ) * o. 

(Ver Probl. 7-11 quando F(-a?) ^0 e Probl. 12 quando F(-a 2 ) = 0). 


c) Q é da forma x m , 

y = = (a 0 +OiX)-f a 2 D 2 + +a n D m )x' n , a 0 * 0, 

obtido pelo desenvolvimento de - - * cm potências crescentes de 

b {O) 

D e desprezando todo3 os têrmos além de D n , porque Z) n x m = 0 
quando n > m. (Ver Problemas 13-15). 
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d) Q é da forma e“V(x), 


* " V(fl) *" V F(D+a ) 


(Ver Problemas 17-20). 


e) Q 6 da forma xV(z), 

1 • 


1 • v 1 1 r F ' (D) v 

y = F(D) Xl " F(D) |F(D)}2 ■ 


(Ver Problemas 21-23). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Estabelecer a regra da ietra o), adma. 

• Quaudo y - Dy - D*y - ®*e~ - • " — i aV * 

F (D*” - 2 JM> V* - - F (a)e al . Assim, e** “ ygj" 

2) Resolver (D 3 -2ÍP -5D + 6) y - «*' ou (Z> -1) (Z>-3) (D + 2) y - e 4 *. 

A função complementar í y - C»«* + Ca* 3 * + Cáí -2 *. 

Uma integral particular é 


»-l)(£-3)(D+2) 


e 41 - 


" (4-1) (4- 3X4 + 2)^* S-l-B® 4 *" 18** * 

Assim, a primitiva 6 y " Cie' +■ Cjí 41 + Czt~~* x + tõ® 4 ' 


3) Resolver (D* - 2D 2 - 5D + 6) y — (e 2 * + 3)*. 

A função complementar é, do Problema 2, y “ Cje* + Ca«** + **• 

/ 

Uma integral particular é 
v “ (D- l)(Z>-3KD+2) (<2 * + 3) * " 

" (D- 1)(D-3)(D4-^ Í * + (D- l)í/)-3)(l>+2) ea + (D-l)(D-3)(í)+2f° 

1 6 0 «** 3í** 8_ 

+ + <-l)(-3)2~ 18 2 2 ’ 

. e 4 * 3c 9 * , 3 

A primitiva é y - Cie* 4- Ca* 3 * -f Cse” 3 * + jg 2 ^ 2 ' 
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4) Resolver (0 a -20’-50 + 6)y » «**. 

A função complementar é y = Cie* + Cac 3 * + C a c 2z . 

Uma integral particular é y - jg- l)(i)-3)(C +2) ***' 

. Aqui F (a) = F (3) = 0, e o método abreviado não se aplica. • 
Entretanto, podemos escrever: 

V ” <0-T)7í>-3)<0+2)* Í * = 3 (tfJ-JKD+.aj* 3 *). " 

-_L-/'-L. C 3x') = l-X_ e 3 í = 
0-3V2-5' ) 10»-3 

- To^ f ~ 

A primitiva é y - C,c z + C*#* + C 3 e" 2 * + *e»*/10- 

5) Resolver (0 a - 50’ + 80 - 4) y - e 2 * + 2c* + 3c-. 

A função complementar é y - Ci«* + C a e 3 * + C 3 ze a * e uma integral 
particular é 

v ” (0 - 1) (0 - 2) 2 ‘ + (0 - 1 ) (0 - 2f 6 ' + (0 - 1) (D - 2) a 6 
“ (0^2? (^I 621 ) + 0^7 ((0^0 + iD-lM-W''"' " 


(2) - 2)» 


0-1 1 (~2)<-3) 2 


e** f f {dx)* + 2e* f dx- j e~ a -}^* + 


2ze‘ 


A primitiva é y = Ci«* + C a e 2 ‘ + Caxe 2 * + y + 2ze* - -g* « ’• 


6) Estabelecer a regra da letra 6) acima, para cob (az + 6). 

Quando y-cos (ax-f-&), D 2 y=*-a 2 cos (ar+6), D«y =* (-a 2 )* cos (az+b). 
, D 2, y = (-a*) r coa (az -f b ), então 

F {LP) OM [ax + 6) - ZP r L> 2r cos (az + 6) = 2 P T (~o*Y cos (az + 5) - 
= F (-a 2 ) cos (az + b). 

Assim : ^^rcoa(az + b) - y^cos(az + 6). 
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7) Resolver (D 2 + 4) y — ben 3*. 


A função complementar 6 y = Ci cos 2x 4- Cs sen 2z e uma solução 
particular 6 


V - 


T 2+4 


8611 31 - l ' (3F+ i «o 3* - - Í «n **■ 


A primitiva éi/-Oi cos 2r 4- C a sen 2x — — sen 3ar. 

5 

8) Resolver (D* + 10/> a + 9) y = cos (2x + 3). 

A função complementar é y =» C, cosí + C 8 sen x 4- C 9 ooa 3ar 4- C* sou 3ar 
e uma integrai particular é 

V = (D» + l)tf>» +9) 003 í22 + 3) = (^(õj 003 (2x + 3) “ - è 008 (2* + 3 >' 

A primitiva e y=C7i cosx-j-Casenz+Cs cosite+C* penar-7pcos(2r+3). 

15 


9) Resolver (Z) 2 + 3/9 - 4) y ~ sen 2z. 

A função complementar é y = Cie* + Cae~ 4 * e uma integral parti- 
cular é • 

V - ™ ■ ■ A ' ri . sen 2x - — — seu 2r. 


D* +3D- 4 


(D-l)(Z>+4)' 


O operador não é da foima 


e o método abreviado não se 


F(D 2 ) 

aplica. Entretanto, podemos utilizar qualquer um dos processos seguintes, 
a fim de abreviar o trabalho: 

a) y - -D-lUD + V ™ 2 *” (Dl-lHDi-m SC ° 21 - 

^ -^ ( D 2 -3D-i) sen 2x = 

= (-4 «?u 2x -0 cos 2x - 4 sen 2x) = - ^ (4 sen 2x + 3 cos 2z). 




D* + 31) -4 


sen 2r - 


(~4) + 3D~4 


sen 2x — 


3D-8 
37) 4- 8 


9D2 - 64 


cen 2z = 
sen 22 


= - (3 D 4- 8) seu 2r *=• - (6 cos 2* + 8 sen 2x) — 

“= -gQ(4sen 2r + 3 cos 2x). 

A primitiva é y ■= Cie* 4- Cae -4 * - ^r(4sen2x4-3cos 2r). 


10) Resolver (J) a + D 2 4- D 4- 1) y — sen 2x 4- cos 3r. 

A função complementar é y = Ci cos x 4- C 2 sen x 4- Csc~* e uma 
integral particular 6 : 
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y " (L*T i) (D + (sen 2 r + cos 3r) =■ 

“ (D 7 + l)(D + l) Sea ^ + ( D 7 + 1) (D I- 1) 005 35 " 

11 „11 „ 1D-1 , 1D-1 

= ~liDT\! XD2x --8Dri COa3x -- TF4" B2, ‘85M C0,fc " 

= ^(D~l)Ken2x + ~(D-I)coa3i =- 

* ~ (2 cos 2r - sen 2r) - ~ (3 sea 3x 4- oos 3x). 
• lo 8ü 

À primitiva 6 

y » Ci cos x + C a sen x +■ C3«~ z + ~ (2 cos 2r- sen 2x) - ~ {3 sen 3x -f-cos 3z). 

11) Resolver (D* - D + 1) y = sen 2r. 

A função complementar ó y - e 2 (Ci cos y Vã z 4- Ca sen y \/ 3 x) 
e uma integral particular é : 

= ^ (O - 3) sen 2r = ^ (2 tos 22 - 3 sen 2x). 

A primitiva é 

2 _ a 

V - e J (Cl COS-J- Vã z + Casen y V^ *) + ~ (2 cos 2r - 3 son 2z). 

lo 

12) Resolver (IP + 4) y ** cos 2s -f cos 4x. 

A função complementar 6 y — Ci oos 2s + G* sen 2x e uma integral 
particular é: 

V - (cos 2* 4- cos 4z) = 2^Vi ** 21 + jj 2- + - i c, ' s4x - 

O método dêste capítulo náo pode ser usado para calcular ^ cos 2i 

porque, quando 7) 2 fôr «uhstitufdo por -4, D 2 -f 4 = 0. Entretanto, pode- 
mos operar do seguinte modo : 

ÃTTl ” 8 + ‘ ~ -g+Wi "■» + *>«— cos (2 4- 1) » - 

" ~ ^ jg- [coa 2z - Az sen 2e — (Ar) ? cis2x + J 

pelo teorema de Taylor. 0 primeiro térmo, cos 2x, 6 parte da função com- 
plementar e não precisa ser considerado. Assim, uma integral particular c 

os ( 2 + *) * = ^ acn 2z 4- y (Ar) 2 coa 2* ' ] - 

“ 4^7^ (x sen 2z -f \hx 2 cos 2r — ). 
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Fauendo h-+0, temos p, ^ - 4 cos 2t - ~ z sen 2r. 
Uomo „. t \ , cos4x = - — coa 4z, a primitiva é 


D * 4- 4 


Ci cos 2? + C* sen 2x 4- sen 2c- ^ cos4r. 


(Comparo «ata solução com a que foi dada no Problema 8, Capítulo XIV). 
13) Resolver (2D* + 2Z> 4 3) y - * a + 2r - l: 


A função complementar é y “ e 9 (C'i coa y V"B z + C 2 8ea x "V 5 x) 
e uma integral particular 6: 


2D 2 




1) 


2 25 


- 4 + 2r - 1 ) - - ( 2r + 2) - ^ (2) = T ^ + T í - 27 


3 


3 


9 27 


Nota : 

1 _» ( 1 ln_ij) 2 i ^ por diviaio direta. 

2D* + 2D + 3 V3 9 " 27 • J 

A primitiva é 

y « e” T *(Ci coa y V5 ar + C 2 sen ± \[Z x) + jx* 4 y* ~ p* 

14) Resolver (í>* - 2D -f- 4) y = x 4 + 3z’ - 5* 4 2. 

A fnnç&o complementar é y = Cie -2 * + e r (C 2 cosr + C 3 sen x) e 
uma integral particular é: 

v = õr=kl-S* , + 3l2 - !ix + 2) ‘ 

-(T + i D+ h D 2 -k D3 -»< x,+3 ^- 5x + 2) - 

"T 1 * + ¥*“ + 

A primitiva é 1 $ 5 7‘ 

y:- Cie^He^Cjcoeíi C,scn*>4 x 4 + ^ + 2 ~ ~ T * “ 1T 


15) Resolver (JP - UP + 3D)y - z 3 . 

A função complementar d y *■ Ci 4- Ca« r 4* C 3 ®* x » © uma integral 

particular 4 : 

V “ D (i> 2 - 4Ü + 3) x2 “ "F (d* -4D + 3 ) ** 
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porque J J (*) }“/*/(*) dx - 
1 4 26 

A primitiva 6 y — £1 + Ca«* + Csc 31 + "jr ** + "õ" ** 27 z ‘ 


16) Resolver (D* + 2Z> 3 - 3D 2 ) y = x 3 + 3c 3 » * + 4aeo*. 

A função complementar é : y = Ci +■ <7a* + C»*' + £*«“** « ““ 
integral particular é 


D 2 (/) 2 + 2D-3) 
1 


(z a + 3e a * + 4 sen *) - 

1 


X*-f3 


«**+4 


X“ 


een i 


Z>*(í>*+2/>-3)~ " rrt D*(D* + aD-8) # ' r *jy*{D* 4-2Ç — 3) 

= i? {i)2 + 1 2D-l* a / + 4(4 + 4-3)' J ' + (-l)(-l + 2D-3) 

- -5F <** + 121 + 141 + k * M - ~ 2 §rH seni 1 " 

“"^(t * 4+2rS + 7<cí ') + Jj e2r + y (co6a: + 2aeiix) * 

A primitiva 6 

„ = C, + C« + C»«* + C,«-“ - ^(3r> + Sr + 28) + ^ Í 1 ' + 

2 

+ -~(coax + 28ena). 

o 

17) Estabelecer & regra da letra d) acima, mostrando antes que 

F(D) e“U - e**F [D + a)U. 

Quando y * e« U, Dy - ae°* U + e“ DÍ7 - e“ <7> +■ «) U, 

D 2 y = oc° ! (Z>+a) l7-fe a * 0(D+a) f/=e«(i^+2oZ>+fl 3 ) C7=e-* (D+o)» 17, 

, D r y « «**<D + a) r r/ e 

(1) F{D)e**V ~'2PrD T (fi**V) - SPr e“ (D + a) r 1/ = 


- e“ZPr(í>+fl) r C7 “< 8 ‘P(0+«) 17. 


Para F - P (2> + a) C7 vem Í7 - 


F (D + a) 


V. 


Então de (1). F(D)e** 


F (D + a) 


V = e« V 




c** 


F{D + a) 


V. 
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18) Reeolvcr (D* - 4) y — z* c »*. 

ticulM' é” 550 4 * - C^ + Cr^, e unta integral par- 


: x i é ii = e 3 * ? y.3 .ir I 

r »-4 W + + w + S 


Z2 - 


A primitive « , - C,e» + «r*- + -L .».<** -«o* + 62,. 

10) Resolvei (D +■ 2D + 4) y = e* sen 2x. 

uma A inte pSCt é + n V? .) e 


* ’ £m ^5 + 4 " ,, |^ÜH WVl)ft ' t ° 21 

* ‘ 1 


D* + 4Z) + 7 


sen 2z = 


* ^ 41} — 3 * 

6 4Z) + 3 sm 2 r-e*-jg OÍ _ -seaftc - - ~ (4Z> - 3) sen 2r = 

e x 

^ ~ ^ (8 cos 2z - 3 sen 2r). 

A primitiva é 

» -« '(CioroVãs + Cisen V3*)-- |l(8coa2*-Jeen&). 


20) Resolver (A 2 40 + 3)» - Arr-' + 3e> cos 2*. 


cula^é:™ 540 ° 0mplCmt ' n, " r 4 * ' C >" + «*** . uma integral parti- 


V = D2 - 4Z> 3 *^ 2e31 + 3e r cos 2z) = 

=s2 ^"-4Z)-f-3 ;rc3r + 3 
1 


D* - 4I> 4- 3 


«* cos 2r 


, ^T2 D :i + 3 '’^2Õ“2‘ 


- 2c 9 ' -4- 


1 ;x + 3e* 1 


D D + 2~ 1 ~ -4-2Õ 


COS 2z - 


J 3 ** 2 e3X D i) -f- ~ e z (D - 2) cos 2r 

A primitiva <$ 

» " C ‘ e ’ + C ^’ + | «”(*»-*)-} e 2 („ 9, +TO1 fc* 
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21) Estabelecer a regra da letra e) acima, mostrando antes que 

P(D)*U-zP(D)U + F'(D) U. 

Quando y = xU, Dy~xDU+ V, D*y = U+2DU, 

Tí’y - xD'U + rC'-l U - zV ü + O') V, cntio 

<1) P (D) xU= SP, D' m-ZP,xL’U + SP,(-±. D') U - 

r r r \dD / 

* xF (D) U + r (D) u. 


Para V = F(D)U temos: U = V. 


Substituindo em (1), FfDx^V^xFiD)—^ Vl-F^D)^ V, 

*r- f ( D >*Fk> F - F ' !D, m v 

e ~xV = i^V'-^i-í-'(D)=4xV' = Ir l-F- r ^U V. 


F(D) 


P(D)’ P{D)‘ ^F(D)' ~*r(D) r 


Resolver (D 2 + 3 D + 2) í/ = t sen 2z. 

A função complementar é p Cje -1 *f C 2 e~ 2r e uma integral parti- 
cular é: 


1 


/)2 4. 37) + 2 
1 


zsen 2x=z 


1 


3R-2 

1 

3D- 2 


sen2i- 


aon 2x - 


Z>3 + 32) + 2 
2ZX+ 3 


. 27) + 3 

2x ~(J)*+3D+2}' 9eil2j:m 


7)4 + 6D3 4- 132)2 + I2D + 4 


sen 2r 


2X> -f- 3 


(_4)2 -f- 6 (—4) i> + 13 (-4) + 122) + 4 


substituindo 2)* por -4, 


3D + 2 1 (27) 4 3) (3 D - 8) 

+ 9 õ^-li aea2x = 


_ -z (3 cos 2z -f sen 2z) 24 sen 2z 4- 7 c<w 2r 

20 ~ + 200 

.A primitiva é 

V " Kc-* + CS*-*- - cos 2z - sen 2r. 


23) Resolver (2> a - 1) y = z*sen 3r. 


A fuuç&o complementar é y — Cie* + Cjc r e uma integral parti- 
cular 6 : 
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, 1 „ 27) 

ys= D^ i x * seQZx " I £^T r8enAC (i> 2 - l) 2 


zsen&r 


1 2D 

“ lS ^^T eonSa: '* (5^77 — 3 * " 


< 1 „ 4P*-4 D 

~ 2D l x D*-2V* 4 'i 6en3:c "(/)4_27)2 4 .,p 




-2D 


i ona 

{*(5rrrji scn3l i + (õ^íp 3cnSl 


= - i *2 sen 3s - 1; X COS 3x - D (x sen 3z) + sen 3z 


-“5* — + 


A primitiva é 

y = Cie* + Ca*" 1 - sen 3x - ^ * «*‘3*- 


24) Resolver (D* - 3D 2 - 6D + 8) * xe ' 

A função complementar é y = Cie* + C 26 4 ' + C a e~ 9r e uma jnte- 


eral particular é: 


D* - 3D2 - 6D + 8 


Por o) : 

y " e_3z (D- 3) S -3(I>-3) Z - 6(7>-3) + 8 X ** e ** 2> 3 - 12D’ +39Z»-28 


1 39 • / 1 39 \ 

-^-k~m D)x = e (-28*-™) 


Por e ): 

1 3D 2 - 6I> - 6 .- a , 

F = * D 3 - 3/>2 - 6D T8 * 1 (D 3 - 3ü 2 -6D + 8) ! 


‘28 ** 


3R 2 - 6D - 6 _ _ 1 _ 39 ,-3*. 

(=28)2 “ 28** 784* 


A primitiva é y = Cie* + Ca* 4 * + Cs«' a ' 784 (28* + 39). 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 

Achar uma integral particular. 


25) 

{D 2 + 2) y 

- C** 

Resp. 

y = 

e 2í /6 

26) 

<Z>2+i> + l)y 

Resp. 

y = 

e*/3 

27) 

<» 2 -Dy - 

= e* 

Resp. 

v =* 

xe 1 !? 

28) 

(D - 2P y ■ 

» ** + X* 2 * 

Resp. 

v - 

C* + X 3 füXjQ 

29) 

(D*~l)y 

- seu 2x 

Resp. 

y — 

Í5 8CQ2r 

30) 

(IP + Dv 

“ C08 X 

Resp. 

y “ 

~(oosx-sen x) 

31) 

t 

{D 2 + 4)y 

— sen2r 

Resp. 

i/ 

. “ ^ X COS 2x 

32) 

(2> a +5)y 

- coj) ,V5 x 

Resp. 

V" 

-^-xscnVlx 

33) 

(Z) 3 + £*+/> + !)«/ = «* + e~* + senz 

Resp. 

y 18 






— 

x (sen x + c*>s x) 

34) 

(^-Dr 

= X 2 

Resp. : 

y - 

— x* -2 ’ 

35) 

Z>« (X>* - l)y -I 2 

Resp.: 

y - 


36) 

(/> 5 +2)y 

-X a +** + «-** + cOfl3r 

Resp.: 

y - 

•~P+<*-3»-l)+ 






+±■.-«4 «os 3* 

37) 

{D 2 -2D- 

1 ) y = e* cós r 

Resp. 

y * 

-i í ' c “ x 

38) 

W-Wv « 

- 

Resp. 

y - 

— í**Inx 

39) 

(D 2 - 1) y « 

- xe 51 

Resp. 

y “ 

^■(4x-3) 

40) 

<Z> 2 + 5Z> + 6)y <= e~2* (s«c*x) (1+2 tgx) 

Resp. 

y = 

e~* s fx* 



Capítulo XVII 


EQUAÇÕES LINEARES COM COEFICIENTES 

VAKIÂVEIS 

Equações Lineares de Cauehy e Legendre 


A Equação Linear de Cauehy 

(D po*’S +PiI ' -, íS^ + + P-*g+P.i' = <2 ( z ) , 

onde pot, pi , , P» tóo constantes o a Equação Linear de 

Legendre 

(2) po(«x+6)« g + pi<a*+&)-i 4- + 

+ p»-i(®*4-t) ^ + pj»y — Q(*)» 

da qual (1) é o caso particular (a=l, & = 0), podem ser reduzidas 
às equações com coeficientes constantes por meio de transformações 
convenientes da variável independente. 


Equação Linear dc Cauehy. Seja x — e ‘ ; sendo £) definido 


por 3J = —i temos : 
as 

_dy = 

^ dx dz dx x dz 


e xDy -f z - S>y, 


D*y 


dx 


(ts)-Á©-§ ■ «>■»-»<»-»». 


ns _ * ( d2 y d y\ i 1 ( dZ v d2 *\ - 

^ * ~ I 3 \d** <**/ + 3:3 V** 3 <*«V 

= P@- 3 S + 2 S) 6 *>(»-!)(»-?)», 


x T D T y - ®(3>- l)(»-2) 


(»-r + I)lí. 
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Depois das substituições, (1) transforma-se em 

{poS>(3>-l)(©-2).... (3)-n + 

+ Pl 3)(a>-l)(2>-2) (©-n + 2) + + 

+ P.-ia> + P,}y - 

equação linear com coeficientes constantes. (Ver Problemas 1-3). 


Equação Linear de Lcgendre. Seja az -f- h = e * : então 


Dy - 


dy dz_ 
dz dx 


SÍT6 *T c {ax + b)Dv = -«*» 


^-(STS F@-f) ’ 


(ox + &)' Z) r » = a r £>(D - 3) (D - T + 1 )y. 

Depois das substituições, (2) transforma-se em 

{poa"»(a>-l)(5>-2)-.-. (»-n+ 1) + 

+ Pi o-- 1 5>(SD- 0(5) -2) (S-n + 2) 4- + 

+ p«_i a» + j/= Q , 

equação linear com coeficientes constantes. (Vçr Problemas 4-5). 

PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Resolver (x 3 D 3 + Sr 1 Z>* - 2xD + 2) y - 0. 

A transformação r = e* reduz a equação a 
j a>(S>-l)(S>-2) 4-3»(5)-l)-2 |y - (D 3 -33> + 2)y - Q 
cmja golnção é y — Ci« r + C*.»' + C***" 3 *- 

Como ? “ ln r , a solução geral d» equação da»la é 
V * Cix + Caí ln r + Ca/r 3 • 

2) Resolver (r 3 D 3 + 2xD -2)y - x 2 ln x + 3x. 

A transformação z - e* reduz a equação a 
j J>(»-l)(S>-2)+23>-2 j y = (3> — 1)(J>* — 23) + 2) y - x#» + 3e*. 
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A função complementar 6 y — Cic z + c‘ (C* co» z (C a ata z) o uma 
integral particular é : 

1 


3) 3 -3a>2 +45)- 2 


é t ‘ 


" e2* 


(^' + 3e0 - 

1 


2 + 3 


1 


(S)+2) 3 — 3 (5)+2) z +4 (3)+2) — 2 1 w (5)- 1) (£>2 -23>+2) 


■«*“ 


* + 3 — - 


2)3 +33)2 +4» +2 * (3) - 1) (1) 

- e“(i- 3>): + 3e‘f e‘ - t~‘iz - <?' (f z -l) 4- 3a'. 

A solução 6: 

y - Cl e l + e f (C 2 coa z + C 3 sen 2 ) + y e 2 *(z- 2) + 326* = 

— Ci a; + x (C z coa lo x + Ca sen ln z) + y x* (lu x— 2) + 3a; ln x. 

3) Resolver (z 2 D 2 - xD + 4) y = cos ln 2 + 2 seu ln 2 . 

A transformação 2 = e fi reduz a equaçáo a 
) 2>(S> - 1)— 3) + 4 ) y = (3>2-2S> + 4)y - oos s + «‘aen *. 

A função complementar é y - e* (Ci co» * +>Cz seu V 3 z e um» 
solução particular 6: 

1 1 


y - 


COS z + 


e sen 2 


3)2 — 25 > + 4 1 3 ) 2 - 23 ) 2+4 

3 “ 2 g) a>a 2 + c * 6en 2 “ j7j<3cosz-2senz) + -~e*senz. 

A solução é : [ 

y — e*(Ci coa z + C 2 acn V3,)+i(3c«, e — 2 sen t) + e z aen z — 

lo £ 

*= z [Cl cos V3 • ln x + Cz sen • Inz) + 


+ (3 coe lnx — 2 seu la x) + -y 2 sen lnx. 

1«J i 


4) Resolver (i + 2f^-( I + 2)^ + y - 3r + 4. 

Fazendo 2 + 2 -» e ‘ ; a equação se transforma em 

| 3)(D- 1)— 3) + 1 J j/ = (3)-l)2y = 3e 4 -2. 

A função complementar é y = Cit z + Cue* e uma integral parti- 
cular é: 

- 00=0» <** - » - ffv*-*<phr >* - f * 


y 
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A solução è : y “ C\t* + C 2 ze‘ + y z 2 e* - 2 ou, por ser z = ln (z+2), 
y “ (a + 2) [(7, + C 2 lu (« + 2) + y Ir. 2 (c + 2)J - 2. 

5) Resolver {(& + 2) 2 Z> 2 + 3(3z + 2)D-36j y -3z* +4z + 1. 

A transformação 3x 4* 2 = e ! reduz & equação a 
{ 93)OD- 1) + 95) -36 j y - 9 (5>* - 4) y - ~ (9* 2 + 12r + 3) = j {e»* - 1) 

ou 

A solução geral é 

,-cw»+ar» + A( ?s ! r i^- s l n é-)- 

-C^ + C^+^gí^ + l) 

ou y - C, (ar -f 2>* 4 C, (3* 4- 2)~* + ^ [<3* + 2)2 In (2r + 2) + 1 1. 

PROBLEMAS PROPOSTOS 

Resolver : 

6) (z 2 Ti 2 - 3*D -I- 4) y = x + z 2 ln z 

Rcap. : y - Cia 2 + Ctx* ln x 4 x + y x 2 ln 3 x 

7) {X a D 3 - 2aD + 2) y - lu* x ~ h x 1 

Iiesp. : y = C\x + C2Z 2 + 7 (ln 2 r + ln x) + 7 

8) (z 3 D 3 + 2z 2 D*)y • x + sea (ln z) 

E«p.: jí = Ci+Cax4-C# ln x*fxln r-f A. (coslnx-fson Inx) 

9) x 3 y"'+x/-y- 3^ 

Resp. : y = Ciz + C 2 z ln x r C 3 z In* z +• z*/9 

10) [(r + 1 P D 2 + (z + 1 ) D - 1 1 y = ln (z + \f + x - 1 

R«p.: y - Ci(z+3)+C2(ztir»-ln(z+l)» + j- (z+1) • lu (x +1)4-2 

11) (2z + l) 2 - 2 l.2x + 1 ) p' - 12y = 6z 

Re*v.: y = Ci (2z4-l)" x +C 2 (2^4-1)» -3z,S + 1/16 



Capítulo XVIII 


EQUAÇÕES LINEARES COM COEFICIENTES 

VARIÁVEIS 

Equações de Segunda Ordem 


Uma equação diferencial linear de segunda ordem tem a 
forma 

(1) g + *<*) ^ + S(x)y = Q(x). 

Se os coeficientes R e S forem constantes, a equação poderá 
ser resolvida pelo método do capítulo precedente. Caso contrário, 
não há método geral conhecido. Daremos neste capítulo alguns 
processos que, em alguns casos, permitirão resolver a equação. 


Troca da Variável Dependente. Fazendo-se 
y * uv, u = u(x ) e v = v(x), 


dy dv du 

d^ = u ~d7 + 


(1) transforma-se em : 

d 2 v 


( 2 ) 

onde 


dx 2 


dv 




dx 2 


dv du 
dx dx 


d*u 

dx 2 ’ 


d x 2 + (*) + & (*) ^ = Qi (*) 


*><’> = -J f- + = i (ê + *<*> £ ■ + «W- «) ■ 

fl(«) 


Qi(») 




a) Se u fòr uma integral particular de 

& + *w £ + *<*>» - °- 
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teremos Si = 0 e (2) transforma-se em: 
(3) § + *!«■£ = 


Fazendo, agora, 


dv 


tf d* 

— 7 = a equação (3) reduz-se a 
aà* ar 


(4) -I- /?i ( 3 ) v = <?i (a:), 

equação diferencial linear do primeira ordem. 

(Ver Problemas 1-6). 


b) Se u fôr escolhido de modo que 
Ri(x) = — +■ R(z) =0 ou — *= — t ft(r) dz, 

u ax u 

- rf R (x>d * 

teremos u = e 


Entio ■£--*«*(») e g 
de modo que 


Se Si(x) = S-~- R 2 - y -j— = constante, (2) transforma- 

^2 y 

se em + Av = Q/u , equação diferencial linear com coeficientes 
constantes. 


d 3 v 


Se Si(x) = A/x 2 , (2) transforma-se em x 2 = Qx 2 Ju, 


uma equação dc Cauchy c a substituição x — e* rcduzi-la-á a 

outra de coeficientes constantes. (Ver Problemas 7-10.) 


Troca da Variável Independente. Façamos 2 = 0(3). 
Então 
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e (D 

transforma-se em: 



d 2 y / dz V a fd 2 z 
dz 2 \dx) ^ \dx 2 

+ R 

ou 

d * z ±R dz 
d 2 y dx 2 dx 


(5) 

dy 

dz 2 / dz \ 2 

dz 


+ Sy = Q 


Sy 


Q 


(AV 


dx) 


m 


Escolhamos z = 6(x) de modo que 

dz 


dz _ r±s 

dx >J a* ’ 


escolhendo- 


-se o sinal de modo que - - seja real e a 2 sendo uma constante 

dx 

positiva. (Pode-se tomar a 2 = 1.) 

d 2 * + R dz 

Se, agora, — A, constante, (5) transformar-se-á 


/ dz \ 2 
\dx J 


d 2 y ,.dy „ 

em i* + A ■* ±a » 


coeficientes constantes. 


Q 




equação diferencial linear com 
(Ver Problemas 11-14). 


Fatoração ,dos Operadores. Poderá scr possível fatorar o 
primeiro membro de 

{/>(x)0'* + Ii(x)D + S(x)} y - Q(x) 

era dois operadores lineares Fi(D) e Fi(D) de modo que 
(6) {F>(D)-P 2 (D))y = Fi(D)[F 2 (D)y} = 

= { P{x)D 2 + R(x)D + «(*)} y = Q{x). 

Fazendo Fz{D)y = n, (6) transforma-se em Fi[D)v = Q(x), 
equação diferencial de primeira ordem. 

A fatoração aqui difere da que foi vista no Cap. XIII. Com 
possíveis exceções, os fatores encerram a variável independente r, 
não são comutativos e a fatoração é diferente da que trata D como 
variável. Por exemplo : 

{*D*-(* 2 + 2)Z)+ x}y - | (xD - 2) (D — x)J y, 
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porque 

- (x»- 2)Qj-*)y = (xD-iW-xy) = 

= (x ~-2)(.y‘-xy) = x(y"-y-xrt-2(v’- ly ) = 
= xj/"-(x 2 +2)j/'+x!í = {(xD 2 -(x 2 +2)D + x}y. 


Os fatores não são comutativos, porque 

{ (D - x) (xD -2) } s = (O - x) (xy‘ - 2») - xj," + /-2y' - xV + 2xy = 

= xj/"-(x 2 +1)j/'+2xi/= |xD 2 -(x 2 +l)0+2xJi/. 

Finalmcnte, quando 7> é tratado como variável e não como 
operador, 

| (zD — 2) (Z) — ar) J y - {*Z> 2 - (* 2 4- 2)/> -f- 2a:}y. 

(Yer Problemas 15-17). 

Resumindo, sugere-se o seguinte processo para resolver a 
equação 

|^+K(* ) ||- +£(*)» = Q(I) - 


1) Achar, por inspeção ou qualquer outro meio, uma integral par- 
ticular u — u[x) da equação obtida com Q(x) — 0. A substi- 
tuição y = uv conduzirá a uma equação diferencial linear em 
que a variável dependeu te v não aparece. Esta equação é de 

- • j dv 

pnmcira ordem em — = — = p. 

az 


2) Se não fôr possível encontrar uma integral particular, calcular 
S - x R 2 - 4 Se o resultado fôr uma constante K ou 

az r , 

- / -^-Rdx 

Kfx 2 , a transformação y = ve J reduzirá a equação dada 



a uma equação diferencial linear com coeficientes constantes 
ou a uma equação de Cauchy. 

Se o processo acima não fôr aplicável, fazer ^ 
lhendo o sinal de modo que a raiz seja real) e substituir em 



(esco- 


— 4- ff — 
dz 2 dz 

/ dz\ 2 


Se o resultado fôr uma constante, a transfor- 
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mação z = 
linear com 


14 


È— dx conduzirá a uma equação diferencial 


coeficientes constantes. 


4) Se o primeiro membro da equação permitir a fatoração dos 
operadores, o problema se reduzirá a resolver duas equações 
lineares de primeira ordem. 

Nota. Como verificação parcial do trabalho, é vantajoso saber o tipo de 
equação que resulta quando se faaem as transformações UM3). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Mostrar que para a equação (D 2 + RD + S) y - 0, 

a) y =* x é uma integral particular se R + xS = 0, 

b) y - e x é uma integral particular se 1+R + S = 0, 

c ) y - e~ x é uma integral particular a? 1 - R + S - 0, 

d) pe" 1 é uma integral particular se m 2 + mR + S - 0. 

a) Se y ~ x fôr uma integral particular de (D 2 +RD±S)y ~ 0, como 
Dy = 1 e D 2 y = 0, tem-se R 4- Sx » 0. 

d) Se y = e mt fôr uma integral particular de (D 2 +EO+S) y “ ^ omm 
D y - my e D*y =• tem-se (m 2 -fmi£+£)y = 0 e i m--hmE+S ■ 0. 
b) e c) são casos p&rticularea (m = 1, m — - 1) de a). 

2) Resolver (d 2 - jD + y - 2z- i. 

Aqui, fí+&r“0ey = xé uma integral particular de 


do 


A transformação y =xt, Dy = x ,+ v, JPy 


, + 7* 


«Pi» ds 

a equação dada a x ^ + 2 ^ z 

d 2 r 1 dv 0 1 

ou dx 2 ~ x dx x 

Fazendo 

temos sendo e 

rfr ár dx X X 


iPv , n dv , 

*& + **»*• 

d 20 * , 1 
'*S‘5 * 1 


/- 


ixfz 


l/x 


um fator de integração. Então : 

JL = y 0- - i) & - 21o* + 7 + K, P - £ = 2* lo* + 1 + K*. 

„ = i=y (tainz + l+Kxydx-xthx + x + C.xt + C* 


e 


y - Ci x 3 + C 2 x+x 3 lnx + x 2 . 
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3) Resolver & (x + l)j%-x(2 + 4z + + {2 + 4x y = -x*-2z>. 

integral particular da equaçáo obtida quando se substitui o seguudo 
membro da equação dada por zero. 

du do , tPy <Pv . n dv , 

A transformação y = zv, ^ ° s ^ + v > “ X dã + 2 Ãt reduz 

a equação dada» r 2 (x +- 1) ~~ 4- 2 5z) ~ X ^ 4x + y)-l- 

+ (2 4- 4x 4- 2 2 ) rt> » - i* - 2r3 

d 2 p _ x -h 2 d£ m _ z + 2 

0,1 dx z x +■ 1 dx x 4 - 1 


Fazendo — = p, temos 


$ -««, - -2g -ao + C-il) 4 * . ^ 

dx x + 1 *4-1 *+l 


um fator de int*gr*çSo. Então : 

t = |=i + C|íe r + C 2 e y - Cix 3 e*4-C 2 z + z*. 

4) Resolver x - (2x +■ 1) ^ 4- <r 4- 1) 1/ - (x* + x - 1) e az . 

Aqui : 14- R 4-5-1- 4- - 0 o y - e z é uma inte- 

X £ 

gral particular da equação dada com o segundo membro nulo. 

A transformação 

dy x (dv \ <Py , /<**» 

* £~ a U + T*F" # U? + *5 + 7 

reduz a equação dada a ^ " ( x + 1 " í") e '* 

Fazendo ^ » p lemos p =» (x+1— **udo um fator 

ai nr r \ x j x 

do integração. Então 

f = /('' + ^)' fa =*' + ír + ' r ' »-e- »*+*'+*■ 

p = - »* 4- Ci r a 4- Ca e j/ - C:x 2 e* 4- C 2 e r 4-ze a '. 
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5) Resolver (* - 2) 0 -(4x -7)^ + (4a - 6) y - 0. 

Aqui : m 2 -f nR + S = mfl -m — — \ + — — ~ — 0 quando m — 2 o 
( X- Z X z 

y “ z x 6 unia integral particular. 


A transformação 




y - S 3T + 2e 5 ^. H H + 4e»* 7 + 4^*e- 




' ' dr dx 

reduz a equação dada a 


«te» dz» 


<* - 2) (0 + * £ + *’) <** - r> -I- 2r) + (4* - 6). - 0 

<Pv 1 dv _ 

flu dp-ris-®- 

Fazendo ^ - p, temos ^ - ~£p - 0. Então 
T “ £ " *te“2), 9 - C, (®-2) 9 -f<7 2 ey-C^fx-^HC,^. 

6) Retolver ~ -2tgz^ + 3y = 2secx. 

Pr>r inspeção, ví-se que y = 6en z é uma integral particular de 
(D 2 - 2 1« xD + 3) y * 0. 

A transformação y =• » sen z reduz a equaç&o dada & : 

. d» » , „ ( . sen a z\ dt» „ 

acu * Zi + 2 I c ° 6 * I — 2 secx, 

tte 2 \ coQx/dx ' 

ou — + 2 (cotijz- Uwr)|j- - 4cosec2x. 

A substituição ~ « p reduz a equação a 


^ + 2 (cofcg « - tg z)p - 4 coaec 2® 

para a qual um fator de integração é ~ sen 2 2r. Então 

- p sen 2 2x » y'8en2z«te---J-cc«2z-f-|-Ki l 

p = ^ - 2 «x*ec 2r cote 2x + & eoeec* 2x. 

• V 

v “ « cosec 2z -f- A cotg 2z + Cs 

y - Y soez + Ci (coe z - -J- sec z) + (7* senx. 
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7) Rmolrer 0 - 75 + (í +?)»“»'• 

Tem» B— i.B-1 + 1. S- -j- JP - * § - 1 

-t/«* /"■ 


u = e 


“ 1. 


, dy dt , d*y rf 2 » , ft dp 

A lnuiofonnaç£o , - u, - zv, ^ - X £ + », ^ + 2g 

reduz a equação dada a — -f v - e r , equação diferencial linear com coe- 
ficientes constante*, cuja solução geral 6: 

p - — = Ui cos x + Ca seu a -f e* = Ci cos x + Ca sen * 4- ~ e*. 

X X/ - T l 


Então, 


y = Cjz ccs x + €* 20 : seu x + y xe*. 


«i 3 » riu T (** 1-2*) 

8) Resolver — - 2z ^ + (x 2 -f 2 )y = e 

Temos : . - -L f Rd» ' -*-a 

R = -2x, S = 3^ + 2, S-y/P-y -3 e u-e • «e 2 ' 


4** 


d 2 . 


A transformação y — < * p reduz a equação a + 3 p = e* cuja 
solução geral é: 

A* * - * 

v= yfe* » Cx coo ^3 z + C* seu V3 x +- ^ «* “ 

— Cx coe V3 x + C* s«n V 3 z 4- y ff*. 


Então, 


V = c * (Ci ooe V3 z + Ca sen V3 z) + -^e 


x T<*’+2*) 


9) Rtaolver ^Z) 3 - D + y - 2z - 1. (Problema 2). 

M , dR 3 9 3 3 

Temos : 


a - e 


-?/** 


3/2 


rf 2 * 3 2z- 1 

m 


A transformação y «« up «■ x 3/í? p reduz a equação 
ou 2 2 - 2* 8 * 2 -* 171 , equação de Cauchy. 
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Fazendo x - e r , temos - S> - —'j v - 2e Sí/2 

ticulsx f ^ nÇã0 compleineQtar 6 p “ c * **** + Cl e* e uma integra] par- 
= 1 fOe 3 * 72 - _ 1 3i/2 , «/2 Ít/2 , tn 

9 > v^s/2 c +c “ 26 +« • 


A solução geral é p - y/x*' Z = Cj a' 172 + C 2 z 3 * + z 8/2 In z + *** 


.S/Z „ ~V2 

— CyX + CzZ* +x"íflx+Z a . 


]0) Resolver 0 - 4r ^ 4- tx> v - «*'. 


Temos 5 


1 P2 * rv 8 /*i ii 

“T^-T ^--2 c «■=« •/ 




A transformação y - m*' rcdua a equação & + 2v ~ x cuja solu- 

ção geral é 

p - Ci cos V2 z + C 2 sen \^2 a:+ lz. 

Então y = Pe x ‘ - e*' (Ci cos V 2 z + C 2 w*n V2 «**. 


II) Resolver ^ - (1 + 4«r*)íg + 3***y - * 2(e+ '*>. 


<Py 
d* 

Quando 


dz _ .!_£ 
dx \ \a 3 


30 a ' 



3 


- «*. 


<P z/dz* -f i? (dafdx) e* — (1 + 4e*) c* 

(dzidx)* “ (^>5 “"4 = A. 

A introdução de z- «*, como nova variável independente, acarreta 

*y , A *V . „* Q <Py Â dy , . «**+••> 

3? + ^ S* + # " rfT/3? ou ^-4^ + 8»-— 

cuja solução geral d 

I 


e 2 * 


J/“ Cie* +'Cae®* + 


«a* c C, í« + C*e3‘-e**. 


a>*-4» + 3 

Substituindo z por e*, temos y *- Ci e‘* -f Ç 2 e 3 '* - e 2 "*. 

Nota. A oe colha dc a a - 3 foi apenas por conveniência. Toman- 
do 0 a “ I, — = V*3 e* e A =» “^=* A transformação z *■» V3 e x dá 

S-^^ + » 4 ‘ W ^“Í»~ 1 « Çâ oév-C 1 «*'^ + C,.^*- e 2 *^. 


Então j/ = Ci e - * + C* e 3 '*- c 2 **. 


como antes. 
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12) Resolver ^ - cotg x ^ - seu* xy « cos x - cos 3 z. 


Temos S « - sen 2 x e quando 


éz- Izã 

dx \ 1 


~ S d 1 *!*** + R(di/dx) cosx + (- cotgz)(scn 2 ) 

(&/S) 3 “ " ®- 


Então, & introdução de z = - cos x como nova variável independente, 


^,2 , - cos x = -z cuja solução geral 6 v - Ci e* + Ca + r. 


acarreta 

Substituindo z por -coa x, tem os y = C a e“ coa * -f C z 0 “* 9 - coa x. 




13) Roolv« 5 JJ + 7 £ 1 - ? y ^ 


(*Mx) 


Quaado £ - VÃ i 0. Traballao- 

do-se com z=- — como nova variável independente, temos: -fy-2+z 2 

cuja solução geral é í/ - Ci cos z + K sen 2 4- z 2 
Substituindo 2 por - l/z, temos : 

V = C ‘ «W (-V*) + ^ EOU (-1/*) + l/z 2 - 

- C, cos (l/x) + Ca sen (l/z) + l/z 2 . 

,4) Itaotar 0 + (4x-i) | + 4*»* - to-. 

Quando 

à- ifis- dhjds? +R(dzidz) 2 -f (4* - lz) 2z „ 
ite v v ’ MrAfeP <2~5 2 - 


Assim, z«z 2 como nova variável independente dá -f 2 ^ -f y - — _1 
cuja solução geral é " 4 V 2 


c ie +e 2 »-' + í5 __ e 


— -'* w - a> + a + * ÍS 

Substituindo r por x 2 , temos y - Cj c ~** + C 2 x* e~*' + z 3 e“ z> . 

15) Resolver (tf 2 - Z> + Jj) y * 2® - 1. (Problema 2). 

o) A equação 6 equivalente a tPy- D m D ^ y = 2x- 1. 

Fazendo (d - y - », temos Cu - 2z - 1 e v = x 2 -x + K. 

Daí (j) - y = t 2 -x -i- K sondo ^ um fator do integração. 
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Entíío : 


e y = Ciz + Cax* + z» (1 + z ln z). 

6) A equação (zD 3 - 3D -f y - 2a 3 - z é equivalente fl 

(z> - y) (**> - 1) y - 2 x* - x. 

Fasendo (zD - 1) y - t», temos (r “ “) v m 2x3 ” 2 Bendo J» 0111 

fator de Integração. 

Então |i-/(7-5i)‘i‘-21“* + 7 + K 

e 

(zD- 1) y = y - 2x* ln z + z 9 + Kx* «u (D - 1 \x)y - 2** In z + * + Kz 2 . 
l/z é um fator de integração, dando : 
y/z = / (2z ln x + 1 + K») dx - z 3 la z - y z 3 + x + Ki x 2 + C 2 - 
= z 3 ln r ■+■ x + Cj X a + Cj 

e y = Cj r* + Cj j + r 5 (1 + z ln r). 


16) Resolver [xD 2 + (1 - z) D - 2 (1 + *)] y » e“ # (1 - Gr). 

A equação é equivalente a [xD + (1 + *)] [R - 2J V =* «“*(1 - ®*)- 
Fazendo (D - 2) v - v, temos 

(zR + 1 + zJb “ e~'“ (I - Gz) ou (D + j + !)»“«“* (7 - '«)• 

xe l é um fator de integração dando : 
vtS - f (l-6r)dr- 2 -3r2 +-X - e (D - 2) y ** t> *■ (1 - 3xy* + Kc~ x fx, 

e -9 * é um fator do integração, o quo dá : 

y«-** - / [(1 — 3z) e“ 3 * + ^- 3t /zl dz - W 31 + Ci / ^ dz + C* 
e v -»“ X + Ci«** f£^dx + C,é**. 


17) Resolver (<* + 3) D 2 - (2z + 7) R + 21 y = (z + 3) 2 e*. 

A equação pode ser escrita do seguinte modo : 

[(* + 3) D - 1J (D - 21 v = (z + 3Pe r . 

Fazendo (D - 2) y « p, temos : 

[(z + 3)D-ll* - (* + 3) 5 c x ou (^>-773) " " < r +3 >«‘- 
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Usando o fator de integração U(x + 3). temos : 

vl(x + 3) “ / e x dx = e x + K 
dc modo que : fZ> - 2) y = * = (x + 3) e* -f K (x + 3). 

Com o fator de integração e~ 2x , temos: 

V*-** - fl(x + 3) t * + K{x + 3) e-t*]dz - 
. = - xíT 1 - 4t~ l + zt~z* -t-Ca 

e y = - »* - 4e* + Ci (2x + 7) + C' 8 e 2 *, 

18) Mostrar que a equação de Riccati ^ + yP (r) + y*Q (x) - Ii(x), Q (z) yc 0, 
redur-se a uma equação diferencial linear de segunda ordem, fazendo-se 

1 du 

V ~ Qu dx' 


r, dy 1 Pu 

00,00 £ ‘ 55 


1 /du\* 1 dQ rfu ... . . 

W a substituição acima 

_L£ M _i_ (àuy 1 dQdu Pdu 1 /du\* 

Çu dz 5 Qit 2 W <? 2 u dx dx^ Qu dx - Qu * \dx) 


acarreta : 
1 (Pu 


19) Empregando o proocsao exponto no Problema 18, resolver 

dx + z 2 v 2x 

A substituição v = ~ ^ ^ reduz a equação a : 


Pu , / 2 • ar*/2\ du 1 z* 

S? + Í7-^7F)&-S-T U " 0 ou 


(Pu 1 du I _ 

dx» 'x dx 4 


0. 


Por aua vez, a substituição 




x reduz a equação a 


i 

2 * 


™ 0 cuja solução 6 u «■ Cie A + Cze 

Então • . 


i 

— — * 


l du 2 2 *) 1 e* X> - U-' 4 *' 


Qu dx x* 


onde k — 


C a . 

Ü* 


Cie + Ca« 


-T* 


* ±.> 

e + fce 


-I*’’ 
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20) Resolver ^ - (tgx + 3 cos i) y + y* cos 3 x - - 2. 

A substituição i Tx re<,U2 a tK,UaÇÃ ° 3 
^ + (tgí-3rosx)^ + 2ucos a x ~ 0. 

Por sua vez, a substituição ~ = ^ *' ° U ? = ““ *' 

reduz a equação a “ 3 +• 2u - ° cuja soluçío 1 u - Cie 1 + C 2 é lz . 

Entfio 

1 í/u sec 3 s(Cie* 4- 2C 2 e g «) 


Qu dx 


Cie" + C 2 e Zí 


cos 2 — sec z 


c» eQr + 2fe g 2sfnX 

í— W" ' 


PROBLEMAS PROPOSTOS 

Resolver : 

21) x ,j " - (x + 2) y' + 2y = 0 Resp.: y = C\t x 4- C 2 (z 3 4- 2r + 2) 

22) (1 4- x 9 ) ií" - 2r/ 4- 2y - 2 Rc*p- : y = C t x + C a (z 2 - I) 4- r 2 

23) (x 2 +4)y"-2xy' + 2y = 8 Resp.: y = Ci (z 2 -4) + C 2 x + x a 

24) (x + 1) y" - (2x 4- 3) y‘ 4- (r 4- 2)y - (r 2 4- 2x 4- l)e tx 

Resp. : 9 = Cxe* 4- C*e* (x 4- D 2 4- xe 2 * 

25) y" - 2 tg r y' - 10y - 0 Rcep. : y - (Oic 21 4- C z é~ 3t ) sec z 

261 x 2 y" - x (2 j + 3)y' 4* (x 2 4- 3x 4- 3)y ■= (6 - x 2 ) e* 

Resp. : y •* Ci z 3 e 3 + C 2 ze* + t x (x a 4- 2) 

27) 4z 2 /' + + (** + l) z y *0 Re *P- : S = Vx « Z 2/ ‘ (Í7i + <7* ln x) 

28) x 2 ji" 4- (z - 4z 2 )y' 4- (1 - 2z 4- 4z 2 )y = (x 2 -x4*U« a 

Resp . : y = e 5 * (Ci cos ln x4-C 2 sen ln x)+e 

29) xy" - / 4- 4x 3 y - 0 •' » = U, sen x 2 4- <?a «>s z 2 

30) x 4 y" 4- 2z 3 y' 4* y = (1 4- x)/x 

Rwp. ; y = Cl coe (l/x) 4- C’ 2 sen (l/x) 4- 0 4- x)/x 

31) x 3 ;/' -r 4c 7 / 4- y = l/x 3 Resp. : V = Ci cos (1/Sz 3 ) 4- C’ 2 sen (l/3x á ) + l/x 3 

32) (x sen z 4 <»s z) y" - x cos zy' 4- y cos x - x . 

Resp.: y = Ci x C% cos x — seu x 

33) xy"-3y'4-3rj/x = x4*2 Resp.: y - Cix+Cz^ -x a -xlnx 

34) Resolver o Problema 21 p«Ia fatoraçSo. 

35) l(x 4 1) D 2 - (3x 4 4) D 4 31 y = (3z 4 2) e 9 ' 

Resp.: y = Ci (3x 44) 4 C u c lx 4xe 3 * 

36) z 2 y" - 4x / 4 (6 4 9z 2 )y - 0 Resp.: y = X a (Ci cos 3z 4- C 2 sen 3x) 

3 7 ) + 2 / 4- 4xy = 4 R«p-' y = (Ci cos 2 x 4 Cí sen 2 x 4 U/x 

38) (i 4_ x *)y"-2xy' 4 2y.= (1 -x 2 )/x Resp.: y = Ci (x 3 - 1) 4- C 2 x 4- x ln x 



Capítulo XIX 


EQUAÇÕES LINEARES COM COEFICIENTES 
VARIÁVEIS 

Tipos Diversos 


Neste Capítulo estudaremos vários tipos de equações dife- 
renciais de ordem superior, com coeficientes variáveis. Não há 
processo geral, semelhante ao que vimos uas equações lineares. 
Entretanto, para as equações que consideraremos, o processo con- 
sistirá em determinarmos uma equação de grau mais baixo, partindo 
da equação dada. For exemplo, se a equação fôr de terceira ordem, 
procuraremos uma de segunda ordem, que se resolverá por um dos 
métodos dos capítulos anteriores. Se isso. fôr conseguido, a equação 
dada estará resolvida. 


Ausência da Variável Dependente. Se y não aparecer na 
equaçào, isto é, se a equação fôr da forma 



f (£v 

1 \dx n ' dx ’ 


dy 
dx ’ 



0 , 


dy d*y dp . . 

dx Pt dx 2 = dx diminuirá a ordem de uma 

unidade. 


a substituição 


ExK.ru,. A equação x* 0 + 2 g § - & (g) ' + - 0, do tercei- 

ra ordem, redua-se a x 1 ^ + 2p ^ - Zxp* + a 3 = 0, d« segunda ordem, pela 


substituição = p, f = í ?. 

dx dx* dx dx* dx * 


3c a equação dada fôr da forma 




d*~ l y 

dx*- 1 ’ 



a substituição — ; = g, • • • . reduzirá a ordem de k 

unidades. (Ver Problemas 1-5). 
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Ausência da Variável Independente. Se s não aparecer na 
equação, isto é, se a equação fôr da forma 


(3) 


, (d*y d*~ l y 
J \dx n> dx n ~ l 


dy 

dx 


y) = o, 


dy d 2 y dp dy _ dp 
a substituição àyàT~ V 'dy 


d*y d ( *p\dy __ [ #2 , + etc., 

3? = dy V dy)dx ' \ P V + W ]d* P dy*™ W 

reduzirá a ordem da equação diferencial de uma unidade. 

à 2 y d v v dP V 

Exemplo. A substituição ^ - P. 5 J 2 ° v dy dx* ^ V dy 2 y \dy/ 

reduz a equaçüo «'"--/"feO 3 = 1. de t*r«úra ordem, a 


de segunda ordom. 


(Ver Problemas 6-10). 


Equação Diferencial Linear com Integral Particular Co- 
nhecida. Se uma integral particular y = «(ar) da equação 

(d) (PoD* 4- PiD”- 1 4- 4- P»-i £ 4- P n )y - 0 - . 

fór conhecida, a substituição y = uv transformará 
' (5) (Pof>" 4 P\ D "~' 4 4- P *- 1 4- Pn)|/ *= Q( x ) 

em uma equação da mesma ordem, porém- fará desaparecer a va- 
riável dependente. Por sua vez, a ordem desta equação pode ser 
reduzida pelo processo visto acima. A equação (4) é denominada 
equação reduzida da equação (5). 

Exemplo. Como y = * é uma solução de (D- - zD + 1) y - O, a substi- 

dv^^dv tf*! . 2 *l rQ d u!£ (J)2 -i7) + 1) y = 

tmção y 5- - dl 2 ~*dx* + da 

<Pv 2-x* dv _ *21. Nesta, foi eliminada a variável depondento «• e o 
Z dx X V 

processo visto na primeira seção, acima, pode ser aplicado. 

F (Vpt Problemas 11-14). 



Equações Diferenciais Exatas. A equação diferencial 


d n y d n ~ 1 y 
dx n> dx % ~ 1 * 



é denominada equação diferencial exata se puder ser obtida deri 
vando-se, uma vez, uma equação 
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® ,*,,..)-(kW + C 

cuja ordem é uma unidade menor. Por exemplo, a equação 

3i/V" + I4yi fy" 4- 4(/) 3 4- 12yV' = 2* 

é uma equação diferencial exata porque pode ser obtida derivaedo-se, 
uma vez, a equação 

3 y 2 y" + 4 y(yY + 6 (j/T = 4- C. 

A equação linear (4) é uraa equação diferencial exata se 
P" -P«- 1 + p'.-i + + (-l)P'o - 0. 

Exbmplo. Consideremos a equação (x* -2x)y"'-f (8x 2 - 5)y"+15xy'+fty™0 
em que Pa m 5, P? - 15x e P 2 = 15, Pi «*= 8x } ~5 e = 16, e P Q = x 3 -2x 
e PÕ = 6. A equacáo é uma equação diferencial exata, porque: 

•P 9 ~P' 2 + P'Í-P'Õ - 5 - 16 + 16-6 - 0 . . 

A equação dada é a derivada de : (x 3 - 2r) y" 4- (Sx 2 - 3) y' 4- Sxy » C. 

Se a equação (0) não fòr linear, não existe nenhum processo 
simples para se verificar se se trata ou não de uma equação dife- 
reiídàl exata. Neste caso, mostra-se que (0) 6 uma equação dife- 
rencial exata, determinando-se a equação de ordem uma unidade 
abaixo, da qual cia poderá ser obtida por urna derivação. 

Se (6) não fôr uma equação diferencial exata; d possível achar- 
se um fator de integração, porém, ainda aqui, não se tem uma 
regra geral para a determinação désse fator. 

(Ver Problemas 15-21). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 
VARIÁVEL DEPENDENTE AUSENTE 


D Resolver 2^- (gY +4-0. 


A substituição ~ => p reduz a equaçEo tt2 ^-/-4ou pfZi m dx ' 


Integrando, 

. . P-2 ’ . . p-2 „ .. 2(1 +C t <**) n 

T Jn ^ = 2 4-ln/C; 2 

e y - 2x- 21n(l-Cie**)-f C 1 . 


1 - 


(x+gez.\ 





168 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


2 ) Resolver x - 2 ^ = 0 . 

A substituição «= g reduz a equação a x ^ - 2? = 0. 

Então In q - In z 2 + ln K, q = 0 - £** e y « Ci ® 4 + Ca* + C 3 . 
« “er g-g - I. 

A substituição - í reduz n equação a = 1 e fl* ■ 2r + Ci. 

Então *-g- ±<*+ft> 1/ \ g. ±{(2x+C0 W + K, 

* = ± Ys 0*+CiF* + * » - ± í^5 (2 *+^i) 7/2 +^ a +to+K 4 


ou 


105 y « ± (2z + Ck) W d- + C 4 


1) Resolver (g) +*^-5^-0. 

A substituição g - ç reduz a’ equação a (j*) + x ^ - ç = 0 ou 


dg 

« = X T* + 

Então 


que é uma equação de Clairaut. 


q - = Kx + K 2 , *-ÍK*»+ff**+Ca- GY* + 4C 2 * + C 2 , 

e y - i-C*« + 20 a ** + C 2 i + C 8 - (7x2 a + ISO?* 2 + C 2 * + C 3 . 

o 

5} Resolver (1 + 2*)^ d- ** g “ ij “ 


A transformação P ~ ^ reduz a equação a 


(1 + 2x)p" + 4íp'-<l-2s)p ou p 


// 


4x 


! - 2r 


1+2® ^ i+2x ^ “ l+2z 


Como 1 - R + 8 =- 0, empregaremos a substituição 

p - e~ c v, v' ~ W “*)» P" “ e“ r <*" “ 2»' + ») 

o que dos dá: (1+2*)®" -2»' = 1 ou (l+íz) 2 1 >" - 2 (1+2®V «= (1+22), 
que 6 ttrnn oquação diferencial linear de Legendre. A substituição 1 +22 = 6* 
reduz a equação a (42> (O - 1) - 4DJ* - c‘ ou £>(S) - 2)r - -J-e*. 
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Então 9 = Ki+KteX-iS-Ki +K*(1 + 2x)* - -J- (1 + 2r), 

T = Ü - - Ki + K* {1 + 2*)> c-‘ - | (1 I 2x)e~‘, 

ax 

y - Ci e“ r + C 2 (4x 2 + 12* + 13)«“* + C 3 fr (2® + 3)e- f 

y - .4c- r + B (** + Zx)c~ x + C + \ x^ 2 . 


VARIÁVEL INDEPENDENTE AUSENTE 


6) Resolver y" = (y') s + V'- 

A substituição y' = p, y" = p ~ reduz a equação a = p 3 + p 
ou |=P 2 + 1. 

Então - dy, arctgp - y + Rx e p = “ = tg (y + Ni). 

Daí cotg(y + Ki)dy=dr., In sen (y 4-/fi)=x-í-/Ca I sen (y -f £i) = (7 2 e x 
e y = arc sen Ca e x + Ci - 


7) Resolver yy" = 2 (t/) 2 - 2y'. 

A substituição y' » p, y" - p reduz a equação a p (y^-2p-f 2)*0. 


Aqui p ** 0 e y =* C 6 uma solução, ou 


ln(p-l) -=tox»s>, p-zl-jf + l, 0.1 


Então arctgAy = z + A, arctg Ay = Ax + B e Ay = t%(Ax d- D). 


8) Resolver yy" - (yO 2 = P 2 ln y. 


<lp 


A substituição y' = p, y" = p -jjj reduz a equação a 

• 

<*P .* ,, ... 2y 2 p dp-2p 2 ydy dy 

W> ^-P 2 - »* to V ou » 2 In y — • 


Então ^ = ln a y + C, 


ÈL 


y Vln 3 y + C 


±«fa 


e 


ln (ln y + \ ln z y + C ) - ± x -f- ln K. 
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Daí lu y -f V lu* y + C - Ke ±Z , ^\u*y + C~ Ke ±3 ny 
o C - K*e ±2 * -2Ke ±X \nv. 

que pode ser escrito : 

ln y = Ci e ±X 4- Ca ou, fmslmente. ln y = Ci e z 4- C 2 «~ z 
porque Ci e Ca são constantes arbitrárias. 


9) Resolver yy" 4- (y') a “ y 2 - 

A substituição y' - p. y" - P ^ reduz a equação a py ™ 4- P 2 = y 3 
sendo y um fator de integração. A solução de py 2 dp +p 3 y dy = y 3 dy 

é 2p2 y 2 = j/4 + C2. 

V2eenh-‘ £ = ± 2* 4-*V2- 

sonli” 1 ^ = ± V~2 x 4-X, *— = senh(± \f 2 i + K) - ±seah(V2 a: 4- Xi) 
•> y 2 * Cl senh (V"2 a: 4- Ca). 


Agora, 

cuja solução 6 
Então 


10) Resolver - e 2 * sabendo que y = y' - 0 quando x = 0. 

Fazendo y" — p • temos 2prfp » cuja sokiçãn é p 2 = é 2 * A-K. 

Da condição inicial : 0-14-K o K = - 1. D&í p = ^ = ± V« 2 *'-l 
que, pela substituição e 3 * = z, transfcrma-se cm — 4 dz. A so- 

lução d este equ ação (: arctg V*~l - ± * 4- C ou, nas variáveis iniciais, 
arc tg Ve 3r - 1 = ± x 4- C. A condição inicial exige C - 0 dc modo que 
v e 2 * - 1 = tg (± z) = ± tg* e, finalmente, e 2 ' - scc 3 x. 

Note-eo que a íormu da solução da equação dada dependo do sinal 
da primeira constante de integração. Se em p 2 = e 2 * 4- K, K fôr positivo 
e = A 2 , resolveremos 


di ,, 1 , V* + A 2 - A 

===== — ± dz • 0 que nos dá -r-r ln , 

2z VT+Ã* 2A V*+A*+A 


±I+C. 


Enti o ÍS5 = c 

Vr4- A 2 4- A 1-Re 


i2^ 


±2.4* 


-= V* 4- A 2 . 


,42 (1 + Sc 2 - 43 ) 2 

Como A é arbitrário, podemos escrever : 2 4- A 2 = _ B ^ A xyk e daI 

4 A*Be 2A * . 2ACe Az 




(1 - Rí 2 ' 12 ) 2 


OU í = T* 


1 -C a e* Aj 
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EQTJAÇAO DIFERENCIAL LINEAR COM INTEGRAL 
PARTICULAR CONHECIDA 

11) Resolver ir 3 (sen x) y'" - (ar 2 senz -f z 3 cosz)y" + 

+ (fiz sen z 4- 2z 2 cos x) y f - (6 sen z + 2z cos z) y = 0. 

Por inspeção, vê-se que y - x é uma integral particular. 

Fazendo-se y = xt>, j/ = xv' +v, y" = av" + 2r\ y ,n * zt/" + 3/', 

& equação se reduz a sen x ^ - cos x ^ = 0. Por sua ves, a substituição 

- g reduz esta equação a sen z ^ - ç cos z = 0 ou ^ = cotg z cíz. 


Então 




Ixi q = ln sen z + ln C, g = — - C sen x 


o = — — C’i sen z + C 2 £ + Ca . 


Assim, a solução é : y = Ci z sen z + C 2 Z 2 + C a z. 


12) Resolver (z 3 - 3z 2 + 6z - 6) y ir - z 3 + 3X 2 y" - 6zy' + Gy =0. 

Por inspeção, vè-se que y =* z é uma integral particular. 

A substituição y - w, y' - zv' + t\ y" = zr" + 2i>', y'" = ct"' + 3t>", 
I/ iV - xv ir + 4 p "' reduz a equação a 

(z* - Rr 3 + 6z 2 - 6z> !v + (r* + 4c» - 12x* + 24z - 24)*"' - 0. 

d*v 


d’’ V 

Fazendo -y-j *= o, eata equaçAu transforma-se em : 
dx 6 

3 (x 3 - 3* 3 + 


“ 6 )^ + (-Z* + 4x 3 - 12z 3 4 - 24x - 24) q = 0 
az 


d?./, .4 Sz 2 - 0z + G *\ j n 

■ l + \- 1+ T - + * “ a 

Integrando : lnç = z- 41nz + ln(r 3 -3x z + 6z-6)+JnA 


ou 


d 3 * . x 3 -3x 2 + 6x - fi 

5 = = A ? *• 


Eutâo 


tíx 2 J 


z 3 - 3x 5 + Oj-G , 


, , . 1 +fe-6Vt 

«**-*• *- 1 — ? — 4 ; 


« Ac 


<* ~i— f 

D + 1 \ 


x 3 - 3 x 2 + 6 x - 6 


\ „ * 1 / 1 A . 6 _ A\ 

)“ Aí D + lVz z 2+ '* 3 X*)’ 
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A gOTa ,2,(i)-i,^(i).| eD e(±) = _6. 

de m«»do que 

wi(T-w-a-^[>»&)^ (i)- m - 

-FTT^Kr)- 


d^v 

dr 2 


-u, + » + „(± )-^±2. 

fe-l)c C 


z 2 - 2r 4- 2 
z 3 


Entôo =^— r e *+2?, ^ " -frflc+.C, 


dp 

dz 


* = y - Ci j+C,x* +C 3 x±C< e y = C*z* -f C,* 2 +C\z. 


Neste exemplo é bem fácil ver que y = a:, y = x 2 , y = s 3 e y - e* 
são integrais particulares. Assim, a soluçáo geral poderia ser escrita ime- 
diatamente. 


13) Resolver (2sen z -x sen z-x cosz)^'" + (2z cos x-sen z-cosz)y" -f 

+ x (sen x- cosa;)/ +• (coa x - aen x) y » 2 sen z - x cos x - x sen x. 

Por inspeção, vê-ee que y *= x, y — e r e y = sen a: sáo integrais 
particulares da equação reduzida. Obteremos uma integral particular da 
equaçáo dada. empregando o méU/do da variação dos parâmetros. 

Tomemos 

y “ Li x + la e’ + Z* senz. 

Então 

y' = L, + L z e x + L 3 cos z + (L, 2 + i 2 «* + Lg sen z ) 
e façamos 

A) L l z -f L 2 e 1 +■ L 3 sen x « 0. 

Agora 

y" = ^e* — sen x + (L t -f L 2 e z + I> 8 cosx) 

e temos 

R) Iq L 2 e 1 -f Dj cos r = 0. 

Então 

V'" ** ~ L 3 cqs x + (L 2 e z - 1^ sen z) 

c daí 


C) L 2 e* - L 2 sen x = 2 sen z - z cos x - z sen z. 
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Resolvendo o sistema A), B), C] temos : 

Ly — - een z -f- coa x e Zq = cos x ■+■ sen x, 
l 2 - - «”* (x coa * - seu x) 

« ia - y xe- 2 (-acu a + cos x) - e-'»m i - y e~* cosx, 
L z = - 1 + x e L 3 =>'i + jiJ. 

Então, a solução geral é 

y « Ctx+ C 2 e z + Cs sen x 4- -—x 2 sen x 4-yxcos:r-yí sen cosa. 

14) Resolver (x 2 + x) y'" -(x2 4-3r4-l)y"4- 

+ (x + 4 -f- l*)^- (l -f. 1 + 1) j; = 3*2 (* + 1)2. 

Por inspeção, vfc-ec quo y - * ê ura* integral particular da equação 
reduzida. A substituição y = zv reduz a equação dado a : 

(x 2 + x)rf" - (x* - 2)r" - (z -f 2)»' - 3x(x + 1)* 
e, por aua vez, a substituição t' - u di : 

A) (x* + x)u" -(x 2 -2)u' - (x 4- 2)« = 3x(x 4- 1) 2 . 

Como a soma dos coeficientes da equação reduzida de A) é idêntica- 
mente nula, w * e é uma integral particular e podemos fazer: 

u » e*m. u' = r V 4* e T w, u" « íV' + 2* V 4- í z u! 

para reduzir A) a 

(* 2 4x)tr" + (r + 2r + 2) te'-- 3x C - 2 (* + 1)“. 

Com a substituição u>' — z, temos 

(x 2 + z)z' + (x 3 4- 2x 4- 2) z = 3x«r 2 (x 4- 1) 2 

OU H + 0 ~ Í^l) 2 = 36-2 < z + J ) P ara * Qual ~i é um fator 

dc integração. 

Enláo: 

2 |^í-/ ac,rfi “ ^ + A',, + + 

p - w = -x 2 *- 1 - 3xe-' ~ 3e~* 4- Cl ~ 4- C a , 

d dl~ u =■ -**-3x-3 + ~-4-C 2 c* 
z 4 3 

= “ õ" “ õ- * 3 - 3z 2 f- Ci x ln x + Caxc* 4- Cs x. 


V ** zv 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS EXATAS 

15) Mostrar que Po(x) y' r +Pi (x)y"'+-Pz - 0 6 uma 

equação diferencial exata se (e sòmente se), I’ 4 - r 3 +^2 - ^1 +^(T = ° - 

Admitamos que a equação diferencial dada foi obtida derivando 
Ro (ar) + Ri (ar) y" 4- Ra (*) y' + «a (*> V = C t . 

Como esta derivação dá: 

W v 4- («; 4- R,) y'" + (ie; 4- R 2 ) &" + (R 2 + R 3 ) v' + *3 y - 
temos 

R 0 »R 0 , P^Ri+R,, R 2 =R;+R 2 , P 3 = R; + R 3f e r 4 = r;. 


Então : 

p, - p;+p" - pí+pí,’ - r‘, - oQ+tij+tâ+Rl) - a%+R7)+K - 0 . 

InvcraamenCe, suponhamos P t - P„ 4- P, - P, 4- Pq U “ 0. Como 

£ [p 0 y‘" + A -á> y" + A - p \ + p o > »' + A - ri + p í - ri' > »i - 

- P 0 + P, v'" + p 2 sr" + p, »' - (- p 3 + Pj - p" + Ari y - 
= Po»" +Pl»"' + P2!/"+Psi/' + P,i<, 

a equação dada 6 uma equação diferencial uCftta. 


16) Resolver ay”' 4- (x* 4- r 4- 3) »" 4- (4a + 2) V + 2y = 0. 

F uma equação diferencial exata porque 

Pi-rz + p l- p o = 2 - 44 - 2-0 = 0 . 

Consideremos o primeiro membro zj/"'+(z a 4-a-f-3)y"4-(4ar+-2)y’4-2y. 

Para obter o primeiro têrmo devemos derivar xy". Então (rj/”) = 
= zy’” 4- v" oue subtraído do primeiro membro da equação, dá : 

( r 2 4-r + 2) y" 4- (4a: 4- 2)y' 4- 2y. Para obter o primeiro têrmo da relação 
resultante, devemos derivar (z 2 +x + 2) y'. Tirando — (z* 4- x + 2) y' - 
= (z s 4- z -f 2) y" 4- (2r 4- 1) v' da expressão acima, temos: 

(2z 4- 1) v' 4- 2y = -£-<2z4-l)y. 


Então, & equação dada 6 obtida pela derivação de 

A) zy" + (z* +x + 2)y' + (2z + l)y - C t . 
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Como P 2 -P l + P 0 « (2x + 1) - (2x + l) + 0 - 0 ; trataremos o pri- 
meiro membro de A) tal como fizemos com o primeiro membro da equação 
original. 

Subtraímos ~ (x y’) *= zy"+-y' e temos 

(**+* + l)y- + (2t + D, «Ifri+x + Uif. 

Assim, A) é a derivada de 

tf) xy' + (z a + x + I) y => Ci x + C a , 

equação diferencial linear para & qual xe 2 + > é um fator de integração. 

Então, a solução geral da equação dada é 

~zix+2) . i*(*'+2) - Á Iír+2) 

-Cijxe 2 dx + Cxfe 2 dx + C 8 . 

É conveniente adotar o esquema que se segue: 

• xy"’ + (r 2 + r + 3 )y" + (4a -f 2)y' + 2y - 0 


xy" 

xy"’ 4- 

u" 



(X a 

+ z + 2) y" + (4c + 2 ) y' + 2y 

( r 2 + *+2)y' 


i!! 

+ r + 2) y" + ( 2 z + 1 ) y' 




(2x4-l)y'4-2y 

(2*4-l)y 



(2*+l)y' + 2j, 

A) * 

zp" 

+ (r* 

+ z + 2)y' + (2* + l)y - C l 

xy' 


4- 

y' 



<X 2 

4- z 4- 1) y' /+ (2* +■ 1) y 

(z 2 4-z+l)y 


(x 2 

4-x-fI)y' +(2*4- I)y 

B) 

*v' 

+ (* 2 

4- x + 1} y = Ci x + Cí. 


.7) Iksolver 2,0 + 60 |--i. 


Tornou 


m 


2y^ + e^^ 

y d** T *dx* dx 

2,^+2^^ 

y dj* Á d& dx 

.<Py iv 
dx 2 dx 


Então, a equaçáo é uma equação diferencial exata, obtida pela deri- 
vação de 

*3-(á 9’ --/**-*+*• 
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Uma segunda integração dá 2y — = Jn x -f Ki x + K* cuja solução 6 
y 2 “ x lna: 4- Cj x z 4- Ca x + Ca • 

18) Resolver (1 + 3* y 2 )y"' 4- 9 (y* + ixrfíy" + 38 yiyj* + 6x(y) 3 - 6. 

Temos 

(1 4- 3rj/ J ) j/ # " + 9y* y" + ISxyr/y" + 18y (yT 4- 6x O/') 3 

(1 + Sxy 2 ) y” (1 + 3xy*) y"' 4- 3y* y" 4- 6xyy' y" 

6y* y" 4- 12 xyi/y" + 1 Sv d/') 2 + 6* (y')3 

OyV V y" r4 -12y(yQ 2 

12xyy' y" + 6y (yT + 6x (yT 
fcri/OT 12zyy'y"4- 6y (yT + fa (l/T 

É uma equação diferencial exata obtida pela derivação de 

(1 4- 3xy*)y" 4- fiy* y' + fay(y') 2 = 62 4- K 
(1 4- 3*ir’) y' (1 1- 3 xy*)y" 4- Sy 3 y' 4- 6 xyW 

¥l' 

y3 W 

c esta equação é obtida pela derivação de-. 

(1 4 - 3zy»)y' 4- y 3 - 3x* 4- Kx 4-C 2 . 

Por sua vez, esta equação é uma equação diferencial exata, o que dá : 
x\p 4- 5 = 2 3 4- Ci x 2 4~ C‘i x -f- Cs . 

19) Resolver x 3 y"’ 4- 5x* y" + (2x - a s )y' - (2 + x 2 ) y -40*3-4x5. 

Verifica-se prontaraente que esta equação diferencial linear não é uma 
equação diferencial exata. Para verificar se possui ou não um fator de inte- 
gração da forma x m , multiplicamos por 2” : 

*«43 + 5*«+2 y» 4- (2* n +3 - z w +3) y - (2x m 4- 1 1 ** 2 ) V - MO 2 3 - lx*) x m 

e escrevemos a condição 

- (2r m 4- 2* •**) -2(m4Di" + (m43) * B+2 4 5(m + 2)(m41)x*- 
- (tn 4- 3) ( m 4- 2) (m 4- 1) z n = (m 4- 2)s“ +2 + (w + 2) (m-M*) 2" - 0, 

para qualquer vulor do s. 


Então 

ro = - 2 e r -2 

é um fator de integração. Temos: 


*V"' 

+ 5y" 4- 1 

(H) 

iy'-l 


|y = 40r 

*/' 

*y'" 

4- y" 







iy" + | 

(H 

\r-\ 

(JH 

ü 

4y' 4- 

(H- 

V' + 1 

(H 

hm 


1 y 


*1/" 

4- V + 1 

(H 

1 V - 

. 20r a - 

x* 4- K. 
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A transformação y - i rodut <*U equação « 

V " ~ v “ “ 1)» = 20a 3 

• e a solução geral é 

** *" C ‘ ^ + * ' C1 + 02 + ** + * + • • •> + fc) - 

-Cic* + 

20) Resolver 2y,/" + 2 (y + 3 y') y + j w . 2 . 


Temos 


%n/' + 2 (y') s 
°» P°r integração. 


W" + 2 yy" -f fyy” + 2 ( y y , 2 

2 yy f " +- 2yV' 

W' -f 4yV' + 2 (y')* 

%" + Vv" + 2(/)! 


2K-" + 3ü,-)» + 2w " > 2 * + a-, 
«Hf" + 2(y') 3 


vFíes -v - - - 

« *’-*’ + c,+c, x+c J-' +K(*-* + x* + o 


21) Resolver - 

-x eos „ &■)* + ie „ „ (yy, + , cos „ _ „ f _ fl 

Como —ftSLíft _ Jcos&y -açpT/ 

dx\ X / X 2 ' os dois últimos têrzcos da equa- 

ç» dada «gere» ± coroo um poss.vel fato, de integração. En preg . nd „. 0 
e integrando temoa : 

Ço s y y^-sepyrvQa ?en& 

z + x a c 'i 

0a «»Vir' , -«eDy (*-)*+ «a 

soloçttTr 0 ~ ^ + . - « « enia 


Be *v * Cií + Gcosz + Ca 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 

Resolver : 

22) y” + (i/') a + 1 = 0 1 Resp.: y - ln cos(z-Ci) 4- Ct 

23) (1 + z a )y" + 2*y' - 2x“ 3 Rc*p. •' U “ C« + C 3 are tg x 4- l/z 

24) zy" - y' - -2/z - lnz Beap.: y — Ci x* + C a + (* + q) ln * 

2õ) y'" y 1 ' = 2 a Resp.: y - Cie“*+C 2 a:+C'a+a 2 (a 2 - 4»+12)/12 

26) yy" 4- irff - 0 Besp.: * - Ci 4- C 3 y -|- y ln y 

27) yy" 4- (y') 2 - 2 Kesp.: y 2 = 22 a 4 Ci z 4 C 2 

28) yy" « (yT (1 -y'cos y 4 yy' sen y) B«sp.: z = Ci 4 Ca ln y 4 seu y 

29) (2i-3)y ,/, -(fo-7)y // +4xy'-4y=8 Resp.: y = Cix 4 C a e* 4 C 3 e a - 2* 
Sugestão: y - x 6 uma integral particular da. equaçfio reduzida. 

30) (2r a - 1) y"' - 6x’ y" 4 6ry' - 0 Resp. : y = C, (x* + 4r) 4 C 2 z 2 4 Ca 

31) yy" - <y0* = y 2 ln y ; ,n V “ ^ ** + Ci * 

Sugestão: Use ln y = z. 

32) (z4 2y)y"4 2(y') a 4 2y' = 2 &*-- y (* + 10 - ** + + c * 

33) (H-2y+3y 2 )y' ,/ +6*/[y /, +(y , ) 2 +3yy"J - * 

Resp. : y 4 y 2 4 y 3 = Ciz 2 4 Cjz 4 C 3 4 z*/24 

34) 3x ly 2 y"’ 4- 6yy' y" + 2 (y') 3 1 - 3 y !yy" 4- 2 (y') 2 l - r 2/x 

y 3 ~ Ci z* 4 C 3 a: 4 C 3 4* m z 

Sugestão: l/z 2 é um fator de integração. 

35) yy" 1 4- 3y' y " - 2yy" - 2 (yO 2 + yy' = e 2 * 

Resp. : y 2 = Ci 4 C 2 e* 4 Ca «M* e 21 

Sugestão: t~* é um fator de integração. Resolver usando, também, y 2 - *• 

36) 2 (y 4- 1) y" 4- 2 (y') 2 4 y 2 4 2y “ 0 

Resp.: y 2 4 2y - Ci cos x 4 C 2 senz 


Sugestão: Uae y 2 4 2y = v. 



Capítulo XX 


APLICAÇÕES DAS EQUAÇÕES LINEARES 


Aplicações Geométricas. Em coordenadas retangulares, o 
raio de curvatura R de uma curva y = /(a), em um ponto qualquer 
da curva, é dado por : 
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Suponhamos a normal no ponto orientada de modo que 
aponte para o eixo dos x. Deduz-se, das figuras, que a normal 
e o raio de curvatura, em qualquer ponto, têm o mosmo sen- 

d 2 y 

tido quando y e — 2 têm sinais opostos e são de sentidos 


opostos quando 


e -^2 têm o mesmo sinal. 


Aplicações Físicas. Movimento Oscilatório. Consideremos 
uma bola oscilando para cima e para baixo, prêsa à extremidade 
de um elástico. 

Admitindo que nenhuma fôrça externa atue sôbre a bola para 
manter o movimento, depois do mesmo iniciado, que a outra extre- 
midade do elástico esteja fixa e que n massa do elástico c a resis- 
tência do ar possam ecr desprezadas, o movimento da bola será 
um movimento harmônico simples : 

x — A cos ici -f B sen wf 

onde z é o deslocamento da bola no tempo /, a partir da sua posição 
de equilíbrio. 


Para êsso movimento : 

o) a amplitude ou deslocamento máximo a partir da posição de 
equilíbrio é V A 2 + B 2 , porque quando — = 0, tg at = 

«t D 

e x = \A 2 + B* ; 

b) o período ou tempo (seg) necessário para uma oscilação completa 
é ~ seg, porque quando t varia de — seg os valores de x e 

o» c*J 

dx ... 

permanecem invariáveis, enquanto que qualquer variação 
dc t menor do que aquêle valor acarreta variação em x ou 
(ou em ambos) ; 


a jreqüênda ou mimero de oscilações (ciclos) por segundo 6 
cidos/seg; 


d) a equação diferencial do movimento harmônico simples é 
d 2 x 

m dt 2 "** ~ ^ X 0,1 ^ e * ^ uma q uaat idade positiva. 
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No exemplo acima, 
d 2 x 


K 

- mo 2 {A cos ut + B sen u>t) - - kr, 


onde m è a massa da bola e k = ni«* 

movimento livre amortecido : ^ â um 

* = cos «/: -f- B sen ut) 

íSSS SsSSSE 

quência é - ciclos/ae*. (Ver Problema ^ 


casoif apareceria 6 ' 1 ° fCTeCÍda “° m0VÍment0 «^siderada, outro., 

( v er Problema 86). 

«■iSHSãSSSsSS 

Se o elemento atuante fô, harmônico, com um perfodo 0 mo- 

nrr^rje 0 siw^°r 0 -; u “ “~ 

(denominado ctado transitório), e um movLcnto tS 
pica com período (denominado estado permanente). 

v . u . <^ er Problema 9). 
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comprimidas e as da metade inferior são fracionadas, as duas partes 
sondo separadas por uma superfície neutra cujas fibras não sofrem 
tração nem compressão. 

A fibra, que inicialmente coincidia com o eixo da viga, encon- 
tra-se, agora/ na superfície neutra, ao longo de uma curva (curva 
elástica ou curva das deflexões). Determinemos a equação desta 
curva. 


Consideremos uma seção transversal da viga, a uma distância 
x de uma extremidade. Seja AB sua interseção com a superfície 
neutra e P o traço da curva elástica nessa seção. A. Mecânica 
demonstra que o momento M, em relação a AB, de tôdas as fôrças 
que agem em qualquer das partes em que a viga foi dividida pela 
seção feita: a) é independente da parte considerada, b) 6 dado por 



EU 

li 


M 


onde E módulo de elasticidade do material da viga, 

I = momento de inércia da seção transversal, em relação 
a Afí, 

R = raio de curvatura da curva elástica, no ponto P. 


Por conveniência, suponhamos que a viga foi substituída por 
sua curva elástica e a seção transversal pelo ponto P. 

Tomemos a origem na" extremidade esquerda da viga, o eixo 
dos x na horizontal e o ponto P com as coordenadas (s, y). Como 

a inclinação — da curva elástica, em qualquer ponto, é uma quan- 
tidade ncccssàriamonte pequena, podemos escrever 

. M£)T , 

R d*y . d*y 

dx 2 dx 2 

A equação A) reduz-ae a: 

B) «0-M. 

O momento fletor M na seção transversal (ponto P da curva 
elástica) é a soma algébrica doe momentos, em relação à reta AB 
da seção transversal (ponto P da curva elástica), das fôrças exter- 
nas, que agem sôbre a parte da viga (parte da curva elástica). 
Admitiremos aqui que as fôrças orientadas para cima dão momen- 
tos positivos e que as orientadas para baixo dão momentos negativos. 
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»<> ponto moio, £, 2 000 k r ' “ carga ™“««itrada, aplicnds 



As íôrçns externas que agem s«bre O/* são: a) „ resçâ» do apoio em O. 
ã * metros de P, e fera! à meUde da «rgn, irto 4 , 1 (2 000 f 30 X 200) 

= 4 000 kg, B b) uma fôiça, orientada para baixo, de 200 * kg, admitida como 
— D0 “*> de 0P «. 4ssim. a 1 x metros de P. O momento fletor 

M = 4 000x-200x^y i ) " 4 000 * - 100 x*. 

rado vej!.»ro‘wo q ™ rT?? 'I*" m . P , n 50 '•«l*™»® <*° Mo conside- 

30 - a 225 de“; bf a ^oSo^ tT” em 5 d ° 4 °°° ^ 11 

Visa e a I5 .. , Mtro3 ie pTTat^TWÍ 

e admitida eomo concentrada no meio d,fSe, (30 -x) metms de P. 

Então : 

M - 4 000 (30 — x) - 2 000 (15 - r) - 200 (300 - x) -i- (30 — x) , * . 

M - 4(WOí- 100 i 2 . 2 

neaeo D ^.e? q “? TM* 8 ® é en S as,ada em uma extremidade quando 

i f ' naatída na horizontal - fisada Por obra dé 

que n" sse ™ !,« f” 3 ’ “ V,gl nào < ^montai em 0 e dix-se 
que, nesse ponto, está livremente apoiada. 

ísrwisK^ríií -* - »**£ 

tância L iienries <5 £ -J e em um eon- '* 

densador de capacitância (capacidade) 

C farada é q/C • Nessas indicações, & 
corrente i ampères e a carga q coulombs 

dq 


estáo ligadas pela relaçào i - 

Consideremos R, LeC como constantes, 


o 
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Assim, a equação diferencial de um circuito elétrico contendo 
uma resistência R, uma indutância L, uma capacitância C e uma 
fórça eletromotriz E{t) é: 


C') 


L rir + Ri + ~n = 


àt 


do di 
ou, como * = -ã 


— TTTT » 


<fc 2 


O 


i 4 . Tth-A. ? 
L A> + R -dt + C 


m 


da qual sc pode determinar q = q(t). 

Derivando C' e tendo = i, temos : 

di 


D) 




da qual se pode determinar i = t(í). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 
APLICAÇÕES GEOMÉTRICAS 

1) Determine a curva cujo raio de curvatura em qualquer ponto P (x, y) é 
igual a normal emP; a) no mesmo sentido, b ) em sentido oposto. 

* 8/2 * 

a) Temos ü_±íí!i_ — „ [1 + (»')*l' /a ou n" + (uV + 1 - 0, que 

6 uma equação diferencial exata. Uma integração dá: yy'-+x-Ci - 0 
ou y dy -}- (z - Ci) dx - 0. 


Integrando novamente : y y 2 + -^(x-Cx)* = K ou y 2 *Hr-C’i) 2 = C 2 , 
família de círculos com os centros sôbre o eixo dos 2 . 


Z±£rfH mi , tl+w p oa 


b) Temos 


Fazendo y ' = p, y" » temos (Cap. XIX): 

ou ^.4. 
dy 1 + p 2 & 

Então 

la (1 +-»•) = lo v 2 + ln Cf, 1 + ?* = C* j/=, ou 




'Vcfy*-! 


í *. 
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Integrando : cosh^ C*, y = ± C> x + C 3 , Ci y ~ CQ3h ( ± C, z + C’ 2 ), 


ou 


_L . <± Cu+Cj) - <± C'11+C») 


2C, 


+ c 


a 


Aâ curvas s/to cateoáriaa o a equação pode ser posta na fornia : 

y - X A lJ B±s)IA . ~(B±x)lA. ^ , . 1 Ci 

" í +- r j, oude -4 «= 7 ?- e B * 7 ^. 

Cl Cl 


APLICAÇÕES FÍSICAS 
MOVIMENTO DE UM PÊNDULO 


2 ) Um pêndulo de massa m, comprimento 
l, suspenso cm P (ver figura) move-se 
num plano vertical que passa por P. 
Considerando apenas a ação da gravi- 
dade, determinar ecu movimento. 

Na hipótese feita, o centro de gra- 
vidade C move-se em um círculo de 
centro P e raio 1. Seja 0, positivo no 
acnfcido contrário ao dos ponteiros de 
um relógio, o Angulo que o cordel faz 
com a vertical, no tempo l. A úuioa 
íôiça é a da gravidade, positiva para 
oaixo, e sua componente segundo a 
tangente ao caminho de C é mg seu 6. 
Chamando dc s 0 comprimento do arco 
OoC, tem-se » = iíea aceleração se- 
gundo o arco é : 


d 2 8 d 2 9 

dl 2 1 dp 


P 



Entáo 


TO- l 


<Pd 
dl 2 


- mg sen 0 ou 


(PO 

~dP = "ff senO. 


Multiplicando por 2 -|t 0 integrando : , (i£) ’ = 2p cos « + C, ou 

d9 ^ . dt_ 
cos $ + Ci >/7 

E»U integral nau pode ser expressa em térmos de funções elementares. 

Quando 0 í pequeno, 9 - 9, aproximadamente. Fatendo a substi- 
tuiçio na equaçiodi/erencial original, tem-ae tJ+j. e ^ 0 ruja soluçi() é 

C| cos ( + Ca *n^/- f I. Êste é um exemplo do um movimento 
harmônico simplea A amplitude é VcT+Ô| o o período <S a r ^jl. 
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MOVIMENTO RETILÍNEO 



Uma certa massa, m, é lançada vertical - 
mente para cima, partindo de O, com & 
velocidade inicial v. Achar a altura za&xi- 
ma alcançada, supondo quo a resistência 
do ar 6 proporcional à velocidade. 

Tomando o sentido positivo para cima, 
chamando x a distância da massa ao pon- 
to O, no tempo t, estando a massa sob a 
açâo de duas fôrça», a da gravidade, mg, 

e a da resistência do ar, K o = K ambas 

dirigida» para baixo, c sabendo que 

massa X aceleração =* fôrça 


temos: 


<Pz „ 

m — ® - mg - A 
ai* 

Integrando, 


dr 

dl 


(P 


dr. 


ou -f * — = - ff, onde K = mk. 


(I) z = Ci + Ca é~ tl - j- 1, e derivando em relaç&o a t, 

> fC 


( 2 ) 


Para < = 0. 2 = 0 e v ** vo. Então C\ + Ca = 0, vo = r AC*- -g- 


e Ci = - Ca • + ju5 


Substituindo em (1), temos * — (p + feto) (1 - « *9 “ j[ í - 


A altura máxima é atingida quando e - O. De (2), 

r tl 


_=2 í_r e I-Ifcíiía 

fc2 Ca ff-ffcpo k g 


À altura máxima é 

4) Uma certa massa, m, movendo-se ao longo do eixo doe x, é atraída para 
a origem por uma fôrça proporcional à distância da mossa à origem. 
Achar a equaç&o do movimento quando: a) tom inicio em x — xo, par- 
tindo do repouso ; b) tem início em x = *o , com velocidade fo , alas ta n- 
do-so da origem. 

Seja r a distância da origem à massa m no tempo l 
Então - ~Kx ou + ]Px - 0, onde K - mk?. 
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Integrando, 

(1) x = Ci sen kl -f- C 2 cos kl, e derivando cm relação a l, 

(2) v — - AC* sen A* -f- fcCi coa kl. 

a) Para í =■ 0, x = % e v *= 0. 

Então Ci - 0 de (2), C 2 - a* de (1), e a: = s. cos fc. 

b) Para t — 0, r — ao e v — i*. 

Então C 2 = xo , Ci = ty>/fc e x « ~ sen kl + xo cos kl. 

Em a) o movimento é harmônico simples, de amplitudes® o período 2 r Jk. 

Em 6) o movimento é harmônico fiimplee, de amplitude — + e 
período 2 r/ft. * 


MOVIMENTO DE UM SISTEMA COMPLEXO 


5) Uma corda passa por uma roldana, ficando com 8 m de nm lado 
e Mm do outro. Achar o tempo que a corda leva para desluar 
da roldana, a) desprezando o afeito, b) tomando o atrito igual 
ao peso de Im cia corda. 


a) Chamemos m a ma*» total da corda e x o comprimento 
(em m) que a corda deelixou no tempo t. Neoee momento 
extótem (8 -x) metros da corda em om lado c (12 4 - x) do 
outro. A diferença (4 -f 2i) de um lado produe uma íôrça, 

nío equilibrada, igual a (4+2r) Então : 


*Z- = (i + 2x) ^. 


0,1 10 5F = <» + 2,. 



Solução I. Integrando 

-fr\iõ x - f' 

Derivando em rolaçSo al: »- (Ci - C 2 

Para * « 0, x ~ 0 e t> « 0. Logo : 

c. - e. - 1 e « - .«® + r*®-, - 2 . 

A«im: t-^^coah-' f (i + 2) - h, g± 2 + V»* ±jj. 


Para x ■= 8 metros, temos : t 
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Solução 2. Multipliquemos a equação por ~ e integremos: 

ci 




+ e s (ti) -T^ + aw + C,. 


dl dt* 

Para t <= 0, x - 0 e dx/it = l). Então Ci = O e 

5 01) - • sr2 + v no * “-Jt 


Vs 2 +4x 

(Considerou-se o radical positivo porque x aumenta com <)- 
Integrando 


l 


fwTW=< = Vt ,n (I + 2 + vm) + Cl • 


Para i = 0, x = 0. 

Então C 2 h> 2 et 


->/?-■ "J?" 


3:+2+Ví 2 +4x 


como autes. 


6) Agora m = (4 + 2z) ou 20 ~ = (2x + 3) ? . 


dí* v 1 20 20 

Multiplicando por — o integrando, temos : 

lo 0r) =(^ + 3 t* + c,. 

Para í « 0, x = 0 c u = 0. 

Então Cj 


n dx I ff 

0 ' e -dT-yjw 


10 


(** + Zx) ou dl = — 



dx 


1/ 



Logo : t -- 

Para í = 0, 2 = 0. 


‘il n (x + ^+ V* 2 +3Í)+C 2 . 
9 2 


Então Cz - -^jíy ln |- c t - ^y ln | (2 + J- + V * Q + &0- 


n 0 . , 10 . 19+4 V22 

Para x = 8, t = ^ /— ln 5 = 1,4 seg. 


6) Um corpo desliza, sem atrito, ao longo de uma barra retilínea, de massa 
desprezível, à medida que a barra eira ao redor do seu ponto meio, com 
velocidade angular constante u. Determinar o movimento do corpo: 
a) admitindo-o inicialmente em O e em repouso; b) admitindo-o em 0 , 
inieialmente, porém, com uma velocidade qI2u>. 
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Seja x a distância do 
corpo ao ponto O, no ins- 
tante t. Duas são as fôrças 
quo atuara ; I) a da gravida- 
de e II) a centrífuga rru^x 
agindo ao longo d» barra e 
tentando afastar o corpo da 
ongem. Sendo ut o ângulo 
descrito pçU barra, temos a 
componente mg sencd, da fôr- i' 
Ça da gravidade, orientada 
para O. 

Assim: 



«P* 

m ~dÕ~ ~ m< ^ x ~ ^gsen ou 

(Px _ 


Integrando, 

(í) 

+ ca e-* 

+ 2fi sen "'- 


Derivando em relação a t • 

(2) 

• v~o>Cie u ‘ -cC 2 e" 

u/ , 0 

+ ãT“ 9 ”'- 

a) Para t - 0, * - 0 e P « 0. Entio 


I8Ü 



Ci + Ca = 0 de („, ft-C 1 + X. 0Je (2) , c , , . c , . . , 


b) Pmi = (,,- 0t[ . ç/20,. Então 

Ci -M?* = 0, C, -C, =0, C, = C„ - 0 ei = 


g 

ff 


sen e>/. 


2w 2 


aen «/. 


16 rf** 

g *** 


MOLAS 



‘V. 

T »-4&r 


ou 




^- + Ofix - O, tomando g = 32 ft ; Sec 2 . 


J-ato SSrSu“b«SÍ^^25,‘ ‘""•d.'» e.tu. 
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Integrando, x =* Ci sen V 96 t + Ca coe V96 t 

Derivando era relação a t : 

v = - V96 (Ci coa t~ Ca sen V96 0- 

dt 

Para / -O, * — -J* c p - o. Então : 


C a = i-, Ci - 0 ei*|co« V~96 <• 

Isto representa um movimento harmônico simples. O período 6 
-^= - 0,641 seg, a freqüência é ^ = 1,56 ciclos/se*, e a amplitude é 

V 96 2t 



8). Roso 1 ver o Problema 7, admitindo que o meio ofereça uma resistência 
\Ib) igual a a) p/64 e b) 64*', onde v é expresso em ft/seg. 

*> TemM 7 sf - - 481 - è f OD a?. + èa + 9ftc " °- 

Com a notação D: 

(D* + D + 96) a - [D - (- 0,0156 + 9,8»)] [D - (- 0,0156 - 9,8i)j * - 0, 
o2 

a x . e -«.oiae« «?, cos 9,8/ 4- Ca sen 9,80- 

Derivando era relação a t : 

•• 

— = v = e-o-o w«« [(9 f 8C 2 - 0,0156C X ) cos 9,8í - <9,8Ci + 0,0156C a ) sen 9,8<J. 
dt 

Para i - 0, f> = 0 e ® - 1/6. 

Entfio Ci => 1/6, 0 = 9,8Ca - 0,0156Ci e C a - 0,000265. Assim : 
x _ g~Q .oi#® i Q- cos 9,8/ + 0,000265 sen 9,8 1 ) • 

O movimento 6 oscilatório amortecido. Note que a freqüência 
= 1,50 cicloe/aeg permanece constante durante o movimento, enqaanto 

que a amplitude de cada oscilação é menor do que a precedente, devido 
ao fator de amortecimento e~° Maat . Em t - 0 o valor dêsse fator é 1- 
Será 2/3 quando e -0 * 01 8ft 1 = 2/3 ou < - 26seg. Será 1/3 quando «-o****** “ 1/3 
ou < = 70 


b) Temos --4&r-64^ ou (D* + 1287) + 96) s * 0. 

Integrando : * - C> t"*'™ + C a «-W.24I. 
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Derivando em relação a t : 

t> - - 0,76(7: e^' 761 - 127,24 Ca e _127>2 « 

Para í = 0, x = 1/6 e v » 0. 

Então C,+Ci = l/6, -0.76C, - 127,24C„-0, C.-0.166, C,~ 0,001 


O movimeuto MO é vibratório. Depois do deslocamento inicial, o com., 
wove-sc vagarosamente para a posição de equilíbrio, à medida que , anmanTa. 


9) Resolver o Problema 8o admitindo ainda 
que o suporte esteja animado de um mo- 
vimento y — coa 4/ S t. 

Tomemos a origem como no Pi»blem» 
o e seja x o deslocamento do corpo depoi? 
ae f seg. Da figura deduz-se que a distensão 
da mola é (z-y) e que a fôrça da mola 
6 -48 (a - y) - - 48 (z - cos 4() Jb. Assim, 

16 (Px i j_ 

„ ã? --«(g-cesd,)-- | 

«u (0> + iD + BBlx-SBroaí,. 



Integrando, 


1 " ^^“'(Cicos^ + Cnsen W + 96 * = 

- ' • * + £+» 

" fl ~°' 01M,(C ‘ 006 9|8í + C * 3cn W + 0,0019 sen 41 + 1,2 cos U. 


Derivando em relação a t : 

' _ «-*-“'“'[(8,8C»-0,0156(íi)eo«9,8í-(S,8e, + 0,0166<7 a > aen 9,8rj + 

+.0,0076 coa * - 4,8 sen 41. 
Para 1-0, .-0 e *-1+1/6- 7/6. Então C.-i/so, <7, --0,0008 
e t - rt»!» <- 0,0333 CO, 0,8, - 0,00)8 ,en 9,81) + 0,0019 sen 41 + 1.2 cos «. 


O momento se compíe de um movimenlo hannímeo amortecido que 

c— Ír mararate<Sted ° transitó ™ ) ' e de u ” movimento ham,S- 
moviinent í> ^ taaneee (estaG0 Permanente). Depois de um certo tempo o 

V“ SPeraa d&t ® estado Permanente. Aa oecikcõc 
têm periodo e frequência iguais à da função y = ** 4, ou soia. 

periodo - 2x)4 = 1,57 se* , íroqüêucia - 4/2, > 0,837 cicloa/aeT 


A amplitude é V (0,0019)* 4- (1,2)2 - i ;2 / t> 
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10) Um pêso de 20 Ib está suspenso por uma determinada mola 4™, 

' consequência, sofre nma diatensão de 3 m. A extremidade > supenor da mola 
pptá HTiirmda de um movimento y = 4 (sen 21 + cos 21) ít. Desprezando a 
resistência do ar, achar a equação do movimento. 


Tomemos a origem no centro de gravidade do corpo quando em repouso. 
Seja x o deslocamento no instante 1. A variação no comprimento da mola 
é (s-y), a constante da mola 6 20/f - 80 lb/ít e a fôrya é -80(x-y). 


Então : 

?9£í_-80fe-4 5 en2l-i 0 o«,'2í) ou ^ I-12&- 612 («®Sí 4-00» 2í). 
32 dfl ™ 


Integrando : 

_ JOO 

x = Cl COS VT^Í+^sen -{UZ} + — (sen 2t + coa 2 1). 
Derivando em relação a t: 

t « - yfi 28 Ci + cos VT28 1 + (- sen 2t + cos2í). 

Tara 1 - 0, * = 4 o r> = 0. Então : 

4 - Ci 4- -„T’ Cl " e Vl28 C* + |jp - 0, C 2 = -0,730. 

ol 

Assim : x - -0,13 cosVl28 í - 0,73 sen 'fm í + 4,13 (sen 21 + cos 21). 


j i) Uia corpo, posando 641b, estó prfeo a. uma certa mola para a qual 
lc = fiO lb/ft, e em repouso. Achar a posição do corpo no instante t be a 
êle fôr aplicada a fôrça 4 sen 21. 

Tomemos a origem no centro dc gravidade do corpo quando em repouso. 
A equação do movimento ó: 

« £? + 5 <te =4aa>2í o» ~ +2S* - 2 «« *• 

32 dl 2 « 

2 

Integrando, r = Ci cos 5 1 + C 2 sen 51 + — aen 2í. 


Derivando em relação aí: 

v = - 5Ci sen 51 +- 5C X «**» 6í + 2 J 008 21. 

Das condições iniciais: z = 0, » - 0 para t = 0, C, - O, Ca - ~ 
e X = ~ 0,038 sen 51 + 0,095 son 21. 

O deslocamento é a soma algébrica dc dois outros, «sultantrs de movi- 
mentos harmônico» simples d© períodos diferentes. 

12) Um corpo, pesando 161b, está prêso a uma certa mola, para a qual 
fc - 48 lb/ft, c em repouso. Achar a equação do movimento do corpo saocndo 
que o suporte da mola será animado do movimento y - sen V3ylft. 



APLICAÇÕES DAS EQUAÇÕES LINEARES 


m 


em repouso 
mola é (x - y) 


Enlâo: 


16 tPz 

g lÃ m - 4S (* ~ sec V3 gl) 


+ 3jrr - Zg Be n ^Zgt. 


i-C,co«V^< + C, sooVSÍí-l Vlf 4 «VÇl 
e ,--c, v%»„ Vlíz + ftVãí^^í-i V1í cos Vác f + 

+ f isen V3Í (. 

Das condiçfes iniciais : .-o, , - 0 para , = 0 , C, - 0, C, - i „ 
*" T«en VSÍí-^ÍícmVÍÍí. 


que o 52?" trss issss; ‘ess? **■* «<?»*> 

«O fator <). A medida r,„e TaemenS í ' CreS<entc 

ocorrer o rompimento. ’ amplitude aumenta, tsmMm, aí 6 


13) ^“2 MU . «lírica de 2ft d© diâmetro «t 

LÍ l !; r,1,U “ eepooíGca igu*l a 02,4 Ib/ft* 

Empurrando^ L e Í 

S*?** P®™ e soltando-se, verífíet» 

positiva* para S’™' ° “ dmiU,:1 “ 0 -*«« 




onde fT(Ib) t o p«eo do Mia . , = 5,^ 


Integrando, x-C iaai SMfèrlW I + C 2 eoe V»ÕS Wt. 

Como o período é 


2t 


U*wnm„ 2 , w - 22 _ ^ , b . 
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CABO SUSPENSO 

14) Determinar a curva de um cabo homo- 
gêneo, suspcns) por suas extremidades e 
sujeito à ação do próprio pêso. 

Escolhamos os eixos coordenados como 
na figura, com a origem na parte mais baixa 
da curva. Consideremos o trecho entre 0 
e uxu ponto P ( x , y), variável. O equilíbrio 
dceta parto se produs pelfl ação (las se- 
guintes fArçíus : 1) fArça horizontal em 0 
de intensidade ti ; 2) fôrça de tração T 
ao longo da tangente em P e 3) o pôso w 
de OP. 

Estando OP em equilíbrio, temos a 
igualdade entre as fôrças horizontais que 
agem para a direita e as que agem para a esquerda. O mosrno aconteco, 
na direçfio vertical, com ao odtrao lôrçae. Assim : 

dy W 

T cos Q = ti, T sene - W e tgO = ~ d ~ - 

ff è constante, decorrente da parte OQ do cabo, enquanto FF = ir«, 

onde * é o comprimento de OP e u o pêso por unidade de comprimento 

do cabo. 

(Py _ 1 dW u 1 is to 

dz* - H dx ~~ ti dx II 


Í + (dyldxp. 



Fazendo -j- = p, temo3 
dx 




í+p» H 


Integrando entre os limites 


Integrando dy = senh -Jf xdx entre 03 limites * “ ^ “ 0 e x ~ x > 


y = 'J, temos y 


— (cosh -~r x - 1), equaçáo de uma catenária. 
w n 


So a origem tivesse sido tomada a uma distância Hlxo abaixo do ponto 
mínimo da curva (de modo que H/w fôsse a ordenada na ongem), a equa- 
ção da curva seria : 

H , to 
V — — cosh -rr x. 

J W H 
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VIGAS HORIZONTAIS 

15) Uma viga horizontal, de comprimento igual a 21, «stá livrem»** suportada 
por suas extremidades. Achar a equação da curva elástica e a flecha, sendo 
a carga to kg por unidade de comprimento. 



Tomemos a origem e os eixos coordenados como na figura. Seja P um 
ponto qualquer .la curva elástica, de coordenadas (x, y). Consideremos o 
segmento OP da viga. Em 0 existe a reação do apoio - «I e no ponto meio 
de OP existe a carga wx. Como E I 0 . M, temos : 

(1) E! z£ mv **-**(íx) • 

Solução 1. Integrando (1) uma vea : El ^ ~ ulx? - wz* + C t . 

No ponto meio da viga, z-! e dy/dx - 0. Então: C x = - i- uP 0 

8 

Tntegrando (2) : 

Em O, x= P o. Entào : C 2 =0 e 

(3) V = 2^Ê1 (4lx2 ~ “ 8f '- r) - 


So/up5o 2. Integrando (1) duas vêzes : Ely = i- W** -±tax* + Cix + C*. 


Em O, x~y= 0 e, em R, x=2l. 0. Com estas condições limites, 

temos: C a * 0 e C x = -—wP, como anteriorroente. 


A deflexfio, afundamento, da viga em um ponto qualquer, distante x 
umdadcâ do O, 6 dada por -y. A flecha, deflexão máxima, ocorre ao noato 
“^o <* ~ l) e de (3), temos : 


~y. 




ÜUfl* 

24PI' 
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Resolver o Problema 15 con- 
siderando maia ama carga, 
W, concentrada, no meio da 
viga. 

Eé colham os os eixos como 
na figura 15. Como as fôrç&s 
que agem no segmento OP 
variam com a posição do 
ponto P, à esquerda ou à 
direita do ponto meio, deve- 
mos considerar dois casos. 

Quando 0 < x < l as 
fôrças que atuam em OP são : 
uma reação no ponto 0 igual 
a (tol 4- 4 **)> P ara eima ' e 

uma carga wx, para baixo, no 
ponto meio de OP. O mo- 
mento fletor é, então: 

< 1 ) M - (vA -f 4 W) x - ter - wlx •+ 4 Wx - y wx 2 . 

Quando Kx <21, há uma fôrça adicional : a fôrça W no me» da viga, 
& (r - /) unidades de P. 0 momento fletor ó : 

(2) 2lf - (tii + 4 TP)* - t« (| *) - TF (* - i) - 

** wlx + ± Wx - ^ va? - W (z - l). 

(l)e (2) dão, parar - 1, o momento : M — -j wi* + j Wl. Oa dob caeos 
podem ser tratados ao mesmo tempo, notando-se que para (1) : 

Wlx -f Y Wx - ~ XDX 1 ■* wte- ~ wx* --jW (1-2) + jWl 
e para (2): 

utx + 4 * Wx ~ 4 vrr 2 ~W{x~l) » wlx - 4 + 4 W (l - x) + 4 WL 

Então: 

(3) E/0 -wtt-4ira 2 ± 4TF(/-r) + 4m 

aubentondendo-se que o sinal superior é para 0 <x<l e o inferior para 
Kx<2L 

Integrando (3) duas vêzes : 

Ely - i wlx? - ~ ira 4 T ^ ÍF (i - r ) 3 + — Wlx z + Ci* + C t . 



) 



✓ v 
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Com as condições limites a=í,«O«m0e*-27 ( y-Oeai* 
C a = ~ Wl 3 , 21C, 4- Ct - - i- ,d* + J- wl* -f- ~ WP - Wl 3 

e C, = - i- _ i. W p 

Eofcáo : 

B/J= } «rfz* -i ^ - 1 «d, ? i nr (( -*>. + ± n> - m* . 

= 1 “*■ ~à wx ' 'T“ p *-5 ,p ü-il a + WP*+± I VP 


A deflexão máxima, que ocorro do rneio da viga, é : 

_ w _ 5wP_ WP 
ÚEl^^El* 

,7) b£,^í“ ri ' (> í“ l «■'gastada an um extremidade e com a outra em 
baUapi está oujeita a uma carga uuiformeraente distribuída de w ke oor 
unidade de comprunenio. Achar a curva elástica e a deflcL ralxbL 



Tomemos os eixos como na figura e seja P(x, y) um ponto oualouer 
PR - A úni “ «■** < * 2» -TO no S 


[Pjr 


Bí i? • T - T «-»'*)*. 

Integrando uma vet, g - -g- *»-*>» + . 


Em0: I = °, & = °; c > =-4-<»i 3 o arSf-l-» i 


»Px + C 2 . 


Integrando outra vez : 277?/ 
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Em 0 : x ■ y » 0; entfio 


C, Ely + 2 |^ 


to 


24 £/ 


(4^ - 6Px 2 -i«). 


1 tpí 1 

A deflexão máxima, que ocorro em R{x = 0, á -P m((t = "g Note 


que isto não é um mínimo relativo como no Problema 16, porém um mínimo 
absoluto, que ocorre na extremidade do intervalo 0 < x < l. 

18) Uma viga horizontal está em balanço e sujeita a uma carga uniformo de 
to kg por unidade de comprimento e a duas cargas, W , concentradas e atuando 
em pontos situados a uma distância l e 21 da extremidade engastada. Sabendo 
que a viga mede 3 1, achar a equação da elástico e a dcflex&o máxima. 



(SI-*). 


Tomemos os eixos como na figura « seja F(x, y) um ponto qartper. 
Há 3 casos a considerar, dc acôrdo com a situação dc P : 0<x<i; Kx<.u 
ou 2l<X<3i. No cálculo do momento fletor considerarcmoe eempre a parte 
da viga situada à direita. 

Quando OCiCÍ, (P - Pi na figura), 3fôrças agem sÔbre Pifí : a carga 
(&-x) w, no ponto meio de P>R] a carga W, a (J-z) unidades de Pi e 
a carga W, a (2Z - x) de Pi . O momento ao redor de Pi 6 : 

Mi => - (3J - i) to • t ( a ~ x) -W (l - x) - W {71 - x) = 

= - i te m- -xY - w a- x) - W (a - x), 

e El 0 = - i t* Í3« -*)* ~ * V -*> - w (21 - *)• 

Integrando : EI^--^w&l-xP + ~W ( l-x ) a + \ W (2Í-*) 9 + Cx . 


Em O: x 


9 5 

0 e dy/dx - 0 ; entfio C, » u»P - y 1FP, 


ax b * * 

Sl 1 --^a{3l-x1 t -^ w H-xy-\w(,m-zT-^<aC‘x-^ w: ‘x^C,. 
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Em O : x - y = 0; então C 2 = jwl* + 1 WP e 

A) BIp = -± v >(K- x )i-.± w (l w (21 -i)8 - utfa* _ 

Quando l<x<2l, (P=P 2 na figura), o aumento ao redor de P 2 é 

H 2 >_ w(U -x)* ~W (21- x) 

Integrando duas vêzes, temos: 

B’) Ely = u (3Í - *)» - ± F (21 - x? + C 3 , + C. . 

Quardo z = /, li'} e A) têm a mesma deflexão e inclinação — e dal 
C 3 >C, o C 4 -C 2 . Eu tão * 

B) K/j, - - 1 * (3í - ,)* _ I IF ,21 - ,)• - 1 «<3 * - 1 tVPz + 

+ ftrf‘ + |rp. 

Quando 2l<z<3l, (P~P 3 nu figura), o momento ao redor de P 3 é 
1-*)= e *»(#-*)>• 

Entáo: 

-Iw.+frf + lw, 
5S.T! *" «““«<« «* 8) » à 

^)i B), C ) podem ser escritos do seguinte modo: 

y = 2 TÊJ (12ÍI ‘ ~ - r ‘l + Í2* 3 - O!**), 0 < x < í, 

y “ 2Í17 (1 225 - MP ** - *0 + — (*» - «*> - 3Pz + I»), l<x<2l. 

V = 2ÍÍ7 íl&3 ~ 54,112 - **) + 2^7 í» a - BPx), 21 <z <31. 

A deflexão máxima, que ocorre em £ (t = 31), é * 

-V » « * gÍ7 (8W + 48 ^>- 


cui^diS^ STíJlSf®? se de arcos de 3 curvas distintas, 

cujas meimavoes no» pontos de junçào tém o mesmo valor. 
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19) Uma viga horizontal, de comprimento l, tem os extromidedee engastados e 
está enjeita a uma carga uniformciuentc distribuída dc w kg por unidade 
de comprimento. Achar a equação da elástica e a flecha. 

Tomemos os eixos como ca figura e seja P (r, y) um ponto qualquer. 



As fôrçoe oxtemas que agem no segmento OP são: um momento k, 
desconhecido, decorrente do engastamento, esfôrço do apoio para manter 
a viga horizontal, era O ; uma reação vertical — wl, em 0, e a carga wx, 
orientada para baixo, e agindo no ponto meio de OP. Então: 

EI là aí+ T^-T® í ' 

Integrando uma vez e salanido que x *= 0, dy/dx = 0 etn O, 

Etn R: 2 = 1. dyldx = 0 porque a viga está engastada. Então : 
Kl 4- wP — — m' s =0, K = - — vtl 2 

6 £; È'~á^ I + T ' tó:2 

Integrando e sabendo que x — y - 0 em O, 

A flecha, deflexão máxima, que ocorre uo meio da viga (z ■** — V) , 

. wl* 

e t» - - . 

rmz 38427 


20) Resolver o Problema 19 considerando mais uma carga concentrada TF, no 
meio da viga. 

Com o sistema de eixos apresentado no Problema 10, temos dois casos a 
considerar : de x = 0 a 2 = ^1 e dc x=^l&x = L 
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Quando O < z < a l, as fôrças externas que agem no segmento à 
esquerda de P 1 (z, y) são : um momento desconhecido K em O ; « reação 
T (utf + IT) em 0 e a carga vz no meio de 05, . Então : 

EI 0 = K + T *“ J - K + j »ir --i «a» + I B'x. 



Integrando uma vca e sabendo que x =» 0, dy/dz = 0 em O, 

^ ^ + -5- - -i- u*r» -4- i Wx*. 

Integrando c sabendo que x “ y = 0 em O, 

A) BIy " + 

Qnando ~ * < * <1, há, em adição, a carga W. no meio da viga, 
(J- 7 I) de Pi . 


BI dJ ■ K + Y - \ “*■ + 7 »'* - »' (*- T (). 

•f» 

Integrando duas vézes : 


50 


í/y - { K* + 1 «v - 1 W + 1 TFz 3 - 


-«-^(ar-l^ + C.z + Ca. 


Quando os valores de y e dyjdx de 5') devem coincidir 

com os dados por A). Então : Cj - C 2 = O e 

B) Ely = { fij' -r i ^ - 1 + I , f2 3 - 7 JTfe - A ly > 
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Para determinar K entramos com x = jl, dy/dx = 0 em A '). Daí : 

Substituindo em A) e B) t 

ei, - - ~ «PH + 5 -éi^+Ti "* -h wix * 

e + 0 < z < 

£7 S - + ± U - £ -* + ,2 »-* - 1 * C- - í lf ~ jg W 

e y - 2Í^7 (2ic3 ^ 9 - a;4 ) + ^ 7 ( r, - 6P3: -»- 9ía:, -‘ 4 - í!, >* — x — *• 

A deflexão mávirna, que ocorre no meio da viga, 6 

-^-38Ò7 ( “ i4 + 2,rP >- 

21) Uma viga horizontal, de comprimento /, tem uma extremidade engastada 
e a outra simplesmente apoiada, a) Achar a equação da curva elástica admi- 
tindo ama carga uniformemente distribuída, de u kg por unidade de com- 
primento e uma carga concentrada, W, no centro, h ) Determinar o ponto 
do deflexão máxima quando l — 10 unidades o \V = 10 w. 



Tomemos os eixos como na figura e seja P (x, y), um ponto qualquer. 
Há dois casos a considerar. 

Quando 0 < x < \l, as íórças externas que ogem no segmento Pi R 
são : a reaçáo S, em K, distante (1 -x) de P\ ; a carga tr (Z-i) no mefcfde 
Pi R, a de P» ; e W a de Pi . 
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Exitão : 

EI j£ ::s S(l-x)-w(l~z)X = 

Integrando uma vez e sabendo que x = 0, dy/dx = 0 em 0, 

B,d â - ~ 1 8 -■ *> 2 + r mi »-*)* + 1 w (*«■ - *)' + 

+ Í sp -Í" i, -Ír P . 

Integrando novamonte o sabondo que * = y — 0 em O, 

A) Mj, - + 

+ (i *■ - T ^ - i OT ) * - T » + + k rp - 

Quando ~l <x < í, as fôrças que agem era P 2 fí são: uma reação 
desconhecida S em fè, a (l - x) unidades de P 3 e a carga w(l- x), a 
j-0-x) unidades de P 2 . Então: 

e 

B') RI y « i. < g(/-*y»-i w (I-*)4- l -C 1 * + Cs. 

- Quando s = os valores de EJy e ET d X dados* por A) e B) 
devem ser iguais. A-Wim. C, e C a em B') t.fim oa valores das constantes de 
integração eorrespoadantes, determinados om A) c 11 ') transfonaa-oc % cm 

B) Ely =* -Ls(I-xP - ^w(l-r) 4 4- 

+ (1 ap - { «• + jg *• + ~ »<■>. 
Para determinar S, temos z = /, y = 0 em R, em B) ; daí 

s = l tó + r>- 

Fazendo as substituições cm .4) e B), tomou: 

v ~ iãb <Sl3 - 3,2x2 - ***> + 9m (n * 3 - 9 “ 2) ’ 0 S « < y* 

e 
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Está claro quo a doflexáo máxima ocorre aum ponto à direita do ponto 
meio da viga. Para l •= 10. XV ■ 10w, a equação acima dá : 

y = 5^7 í- 2*< + 25x3 + 450x2 , 6000* -4- 10000). 

_ dy 

t/0ül ° dz ° 0 a ° P 011 * 0 de deflexão máxima, temos : 

fix 3 - 75x2 _ 900* + 6000 - 0 

3?® * e f > ! vlda Óá a raÍ2 reaI *. “ 5 ' 6 ' aproximadamente. Assim, a defle- 
xão máxima ocorre no ponto eituado a 5,6 unidades da extremidade engas- 
tada, aproximadamente. 


circuitos elétricos 

22) 'Num circuito elétrico temos uma 
indutáncia de 0,1 heary, uma resis- 
tência. de 20 ohms e uma capa- 
citáneia dc 25 microíarads (1 mi- 
crofarad = 10 ”® farad). Achar a 
carga q e a corrente i no tempo t noa 
seguintes casos : a) q « 0,05 cou- 
lomb et = dqidt «- 0 quando t - 0. 
à) q «■ 0,05 coulomb e i « -0,2 
ampères quando t = 0. 

Para L = 0,1, R - 20, 

C - 25 X 10-«, E (0 = 0, 

» «.uaçiu l#Z +R & + ± 

reduze a -f 200 + 400. 000 7 = 0. 

Integrando : q - tT*® 5 ' {/I cos 100 V 39 í + B sen 100 V 39<). 

Derivando em relação a t: 

iaa % m 100ff-»> 0 ‘ [{V3y«-A)coslOO^f-(^^l-b5) senlOO V»<] 

a) Sabemos quo ? - 0,05 ci-0 quamlo t - 0. Daí : 

A - 0,05 0,008. 

V 39 

Assim : ç - co< (0,05 cos 624,5 1 + O.OOS sen 624,5 0 
c 0,32 r ,no ' sen 624,5 1. 

b) Sabcmoe que q — 0,05, i — -0,2 quando í — 0. Dai: 

A - 0,05 e B = 0,0077. 
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Assim : q - e ~ 1 0 (0,05 co 9 624,5 1 + 0, 0077 sen 624,5 1) 
e t - c“ J 00 ' (- 0,2 coa 624,5 1 - 32,0 sen 624,5 0. 

Noto que q e i sfio transitórios, tomando-se desprezíveis muito rapida- 
mente. 


23) Num circuito temos uma indutância do 
0,05 honjy, uma resistência do 20 o h ms , 
uma eapacitância de 100 microíar&ds e 
uma fòrçi eletromotriz (F.E.M.) E =» 100 
volta. Achar i e q sabeudo que q 0 e 
i = 0 quando í = 0. 

Tomos 0,05^ + 20^ + 

+ 100 X 10-0 " 100 
ou ^ + 400 ^ + 200 000 q - 2000. 


£=100 V 



c-ioo*io' 6 / 


Integrando : q - e" 2 {A cos 400 1 + B sen 400 1) + 0,01. 
Derivando em relação a / : 

2n0«-»‘»>[(-/l + 2Ii) Ms 400 í + (-J9 - 2 A) Btn 400í]. 


Das condições inicàia vem: A - -0,01, -A +23 * 0 e «=--0,005. 
Entáo ç - e -a ooí (_ 0 01 ^ 400 1 - 0,005 sen 4000 4- 0,01 
o i - 5c-i ooi se,, 400 1 . 


Vê-se que i so torna desprezível muito cedo enquanto que ç. pràti- 
camente, tem o valor q =« 0,01. 4 F 


E = 100 cos 200 1 



c 

8 

B 

cc 


24) Resolver o Problema 23 supondo que 
haja a F.E.M. variável : 

H(t) - TOO cos 200/. 

A equação diferencial 6 : 

Ú s Q da 

díí + 400 dt + 200 00 °? * 9000 c08 ™ t. 
Então : 


q = e-2»<>‘(A cos 400! + £ sen 400!) +■ 
+ 0,01 cos 200! -f 0,005 sen 200 1 e 

* - «-r» n « / 1 (_ 200 a + 400 B) cos 400 1 + 
-f (- 200 B - 400 A ) sen 400 í] - 2 seu 200 l + cos 2001. 

Das oondiçfrs iniciais, temos : A - - 0,0t, -200A + 100ZÍ-fl = 0 
C IS — U,007o. 
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Eotâo : 

(/ = «-2 #oi (_ 0,01 cos 40) t - 0,0075 seu 400 1 ) + 0,01 cos 200 / + 0,005 sen 200 1 
e 

i - e-** 01 ('CO$ 400 1 + 5,5 sen 400 1) - 2 sen 200 1 + cos 200 1. 

Aqui, as partes transitórias de q e i tornãm-se desprezíveis muito 
ràpidnmcnte. Por esta razão, quando tais partos podem ser dosprezadas, 
procura-se apenas a solução que dá o estado permanente : 

q *=* 0,01 cos 200 1 + 0,005 sen 200 l & i = cos 200 t - 2 sen 200 1. 

A frequência 200/2* ciclos/seg do estado permanente é igual à frequência 
da F.E.M. aplicada. (Ver, também, o Problema 25). 



25) Num circuito temos uma indut&ncia L. uma 
resistência R, uma capacitância C e uma 
F.E.M. E(t)r*E 0 çen wf. Estabelecer a fór- 
mula pura a corrente do estado permanente : 


£o 

Z 


( 


seu ul — — cos ut 
Eo 


) 


-sen (uí - d), 


onde X — Lu - 


é determinado de sen 0 — 


Z - V X 2 + R 2 e 
X R 

T e ""* m 'z 


Derivando L -f R ~ - Eo sen ut e sabendo que i « ^ , teraos 


(l) + (DD 2 -f- RD d- l/O i =■ uEo cos «/. 


A solução procurada é a integral particular de (1) : 
. <jíEq . w£o 


LD 2 + RD + 1 fC 


COS ut 




COS ütl 


oEo ( RD + Xu) 


cos ut 


Eo 


(ff sen ut - X cos «0 


RW* - W ~ tf» +X* 

Eo ( R . X \ Eo . . 

= sen - — cos «í 1 = — sen («í - 0 ). 


AT é chamado rcatáncia do oircuito : quando X — 0, a amplitude de 
t 6 máxima (o circuito está em ressonância). Z, que í chamado a impedância 
do circuito, 6 a razão das amplitudes da F.E.M. e da corrente. 6 é chamado 
o ângulo de fase. 
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20 ) 


Quando l = »/2 u, 3r/2», , ft P.E.M. atinge a amplitude máxima, 

enquanto que nos tempos dados por ut - 9 = r {2, 3«-/2, , isto 6, 

minrwln f _ + í 3 jT/2 4* 0 

q não ~ » “ — ’ » * o>rrente atinge a amplitude má- 

xima. Então a tensão está avmnçada em relação à corrente por um tempo 
0/r ou a corrente e & tensão estão defasadas por um ângulo 6. 


Note que 0 = 0 quando X = 0, isto é. ff = 0 se hournr ressooíbcia. 

E = E 0 cor uit 


O circuito que tenha uma indutâucia L, uma 
capacitAncia C e «una F.E.M. E, 6 conhe- 
cido como um circuito harmônico oacilanfco. 


Achar q e i quando E -« Eo coa cot, sendo 
q = qo e í = /o no tempo inicial t = t n . 

Como R = 0, a equaçáo diferencial ó 
<Pq , Q Eo 

dP + Cl~ L CM " i - 


Há dois casos a considerar : 



a) u * e b) u 

'JCL 


-fel 


a) 


q - A cos -^L= t + B sen -^Lzz t + ^ 


Vcl L, 7)a -rl,CI 


- A 


VCL 

7k í + 8Mn 7b i+ r-%^z <**“■' 


cos &/ 


«Ao Cm 
CL 


sen m*. 


« * - ^^(-Asen-^f + fícos-pL^O-T^ 0 ? 

V CZ, VCZ, VItl 1 - 

Das condições iniciais : A e B = /õt; 0 . Então 

l luíi 

* - ( w -OT)“s 4 ,+ vCZ '“ 5e ”7k' + CT CM ‘' 

í ** io cos - ' ; t - — L= ftf 0 — — A 9Pn _* . _ Ep Cu 

■fCL iCL\ I-uPCL) t[cl 1-io 2 CL ° ***’ 

») Agora: 


dja + "*í " X 0ÍS “ >í ‘ 


Então tf = A cos «í + D sen U 4 ~ t ocn «í 

ZLu 


i - «(-Asenoí + /?cos«/) + g(A 3ena)i + /coSw ^ 
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Daa coadiçOes iniciais : A « g 0 e B = io/u. 

Então Q - qoccxa + 

« ZLca 


1 “ *b cos ut — g ou sen ut + 


£é /I 

2 L \u 


seW + t ooa 


-)■ 


Note que em 6) a treqütada da K.E.M. « a frcqüência natural do osci- 
ladoq lato é, a freqüência quando náo há FJ3.M. 0 circuito «tá «n r«„,- 
nância porque a rnUneU X 6 igual a Lu - — o qma <h „ . _J = . 

A presença do térmo cuja amplitude" aumenta com ,, ÜL 

que, eventualmente, um tal circuito pode ser destruído. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 

27) p^^á m a^oTa' ZSÍT ^ ° - * 

Set P- : S'=±(V* 2 -(x + C,)a+i|„ÍÍ!z£±^21lí'\ +c , • 

28) Um pêndulo de 15 cm de comprimento está prêso numa porfio di^tc 

5 radkQO da vertical - P^c-se a cquaçfio do movimento, quando o pên- 
dulo é aôlfco com & velocidade de ~ r&d/seg. 

* - 4- cos 8t - ~ sen 8í 

m zTXn? 1 * m 6 rc P e! * da de um ponto 0 por uma fôrça igual 

mab S d ° " P0U °" * “““ dütân “ « *> «ta. lua p$£> 
R«f>: x = -i-a( í V6 "‘-*- í ' ft '"') 


" SÍTf" 

tfcula só encontra a 18 m de 0 e a sua velocidade nesse momento. P 
Relp - : °) 1 “ «- 1 m ' » - 43,5 m/ M g; i) I - 0,06acg, , - 13,4 m ,áeg. 

S1) m,Tm M Tvt P T‘ ficando com 8 m de um lado e 10 m do 

££ ZrZrA 1 ra de -- «*•* 

g 

Retp.: ^=ln(17 + 12V2)seg 
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32) Quando, fim duas esfens oonc&itricas c dc raios r, n r a , sendo n < r a , a 
interna está carregada elètrieamente, a equação diferencial para o potencial 
V em um ponto qualquer entre as duas esferas e a uma distância r, do centro 
comum, é: , P r s dv „ 

Ã3T + T-* "°- 


Achar V, sabendo que F = V\ quando r =» rj e que V — 


Resp.: V 


VqT 3 (r - rx) ~ V x ti (r - ra) 
r (r a -r x ) 


Vj quando r = r 2 . 


33) *Uma determinada mola, sob a ação dc um pèso de 9 lb, sofre uma defor- 
mação, alongando-se. de 3pol. Retira-se o pêso inicial e prendo-se na suu 

extremidade outro pfeo de 24 lb, deixando-se o sistema entrar em repouso. 

Determinar a equação do movimento do pteo quando: 

a) o pêso é puxado para baixo 4 pol. e, em seguida, «Alto ; 

b) o pêso 6 puxado para baixo 2 pol. e, em seguida, empurrado, para cima, 
com uma velocidade de 2 ft/seg ; 

c) o pèfto é puxado para baixo 3 pol. e, em seguida, empurrado, para baixo, 
com uma velocidade do 4 ft/eog ; 

d) o pòso é levantado 3 pol. e, em seguida, sólto ; 

e) o pèso é levantado 4 pol. e, em seguida, empurrado, para cima, com uma 
velocidade de 5ft/seg. 


Resp.: a) 


b) 


x *= ~ cos 4 V 

x = cos4 sen 4 V~3 l 


c) 

d) 

e) 


x 


x — 


-^-cos4 V3 / + -^sen4 V3t 
- ~ oos 4 V 3 i 

' Y cos 4 V3 í - ^-y^-sen 4 V3 / 


34) Lma certa mola, sob a ação de um p&n de 301b, estica 3 pol. Retira-se 
o pêso inicial e prende-se na sua extremidade outro pêso de 64 lb, deixan- 
do-se o sistema entrar em repouso. Sabendo que a resistência do meio é, 

áX 

numèricamente, igual a 3 — lb, achar a equação do movimento do pêso, 
quando : 

а) o movimento é iniciado para baixo com a velocidade de 10ft/seg; 

б) o pêso é puxado, para baixo, 6 pol. e, em seguida, empurrado para cima 

com uma velocidade de 10 ft/aeg. 

Resp.: a) z » c~ 2 ‘sen2 VÜí 

b) x JTU-^&-eoa2jlÍt\ 


f*) .0» Dfohlern#* 33 » 3S «*Uo nprcaenUdo* em uaid»doa ioglAsaa a fim de dar ao ratu- 
dante oportunidade de praticar acuse sistema, ainda baataate empregadj. 
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25) Uma determinada mola, t racionada por um pêso de 3 lb, estica 6 pol. 
Estando o sistema em repouso, o pêso é puxado para baixo 3 pol. e, em 
sepuida, eôlto. Determinar a equação do movimento nos seguintes casos : 

.■ 3 

o) uma fôrça — sen 61 age sôbre a mola ; 


6) uma fôrça aen 8/ age eôbre a mola. 

Rrsp. : a) 2 = ~ cos 8/ - sen 8í + sen 6í 


b) x = ^ (1 - 4<) cos 8í + ^ eon 


36) Uma viga em balanço, engastada em uma extremidade, tem l metros de 
comprimento. Achar a equação da curva elástica e a deflexão máxima 
sabendo que há uma carga uniformemente distribuída de wkg/in e uma 
carga concentrada W kg na extremidade livre. 

Rvrp.: V ‘ Ws* &-*&) > 


37) Uma viga, simplesmente apoiada n&3 extremidades, medo 21mofcn>s de 
comprimento c suporta uma carga uniformemente distribuída de w kg/m. 
Tomando a origem co porto meio (ponto mais baixo) da viga, achar a equação 
da curva elástica c a deflexão máxima. Comparar com o Problema 16. 

Sugestão : F.Iy" = wl (l - x) - u (í - z) 2 “ w (l 2 - z 2 ) 

e y « y’ = 0 quando r = 0. 

Resp ‘ : y=, 2Ã ÊJÍ® 2 **-* 4 ); Vmaz " 2i ET 

38i Uma viga, simplesmente apoiada nas extremidades, roodo 3 1 metros de 
comprimento o suporta uma carga uniformemente distribuída de tf kg/m 
e cargas concentrada* W kg situadas a l metros de cada extremidade. 
Tomando a origem como no problema 37, achar a deflexão máxima. 

Suçwtão: M = + W 2 -< * < ¥ e 

"“f (t -*■) +Wli 0 <X< T' 

^=CT (40M ‘ + 368,fp) 

39) Um circuito elétrico consiste de uma indutância de 0,05 bemy, uma reia- 
tência ce õohms e uma capacitância de 4(10) * farad. Sabendo que 
q = i - 0 quando l - 0, achar q c i era função d© t quando : 

o) existe uma F.K.M. constante = 110 volts ; 

6) existe uma F.E.M. alternada = 200 cos lOOf. 
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Achar, no caso 6 ), as soluções relativas ao estado permanente. 

S«p.: a) s = «-“■(“ co, 50 >Tw / - son 50 VMO + ^jj- 

t = í^j—í-w^eaíOViíí 

fc) 9 = «-*• ‘ (_ a , t 5o % TÕ í - í2 16 ^5 ko 50 vlã 0 + 

+ 1^(4 cos 100 1 + sen 1000, 
*• j?®» 50 Vl91 + i®^02 M n 50 VTÕí) + 

40 

+ ^(cos 100 í - 4 86 a I 00 í) 

40) Resolver o Problema 39 depois de substituir a resistência de õohzns por 
uma de 50ohms. 

Iietp- . 0 ) q « -0,047 e"*» ' +0,0025 <r 9 « *+0,044, ; =» 2,46 (e~™ ‘-e"W 7 ^ 
W ' í ■ - 0.018 e“ ca I +0.CO5e- , «7 *+O,034sen 100 i+0,014 eoe 100 <, 
i = 0,98 e-w < - 4,43 * + 3,45 cos 100 1 - 1,38 sen 100 1 



Capítulo XXI 


SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


Nos capítulos anteriores tratamos apenas de equações dife- 
renciais de duas variáveis. Nos capítulos seguintes consideraremos 
as equações que envolvem mais de duas variáveis. Se sòmentc uma 
das variáveis fôr independente, as equações são equações diferenciais 
ordinárias ; em caso contrário, são chamadas equações diferenciais 
parciais. Neste capítulo trataremos dos sistemas de equações dife- 
renciais ordinárias lineares, com coeficientes constantes, tais como : 


A) 


Ç +3M-!/=0 


ou A') 


2(D-2)r-f (D - l)y=e l 
(D+3)s+ y =0, onde — 


*> 


|4- + m-o 


Dx +{D+l)y=l 
ou B 0 (Z>+-2)z-(7>-l)s-l 

(7)+-l)>/+(Z)4-2)z=0 


em que o número de equações do sistema é igual ao número de 
variáveis subordinadas. 


O processo básico para resolver um sistema de equações 
diferenciais ordinárias, com n variáveis subordinadas, consiste em 
se determinar, por derivação das equações dadas, outro conjunto 
em que tôdas as variáveis, exceto uma, digamos x, possam sor 
eliminadas. A equação resultante da eliminação, uma vez resol- 
vida, fornece o valor da variável não eliminada, x no caso. As 
outras variáveis sEo obtidas de modo semelhante. 
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Exempia». Seja o sistema A ) : 

(,) a ft + 7r u -"- a ‘’ (2 > I + ^ + 


Solução L 

Notemos primeiro que a solução geral x~z{t), y - „ (<) dêste sistema 
satisfará também a equaçáo 



<Pz 

dP 



d» 

dl 


0 


obtida por derivação de (2). Aldra disso, multiplieando (1) por -1, (2) por -1 
(3) por 1 e adicionando, obtemos 


(4) 


IP 


+ z = -e l 


que também é satisfeita por z » z (0, y = y (fl. Esta última equação diferen- 
cial, sendo independeu te de y e de suas derivadas, pode ser fàcilmwite resolvida. 
Eutao : 

s = Ci cosí + Uasenf-— i-j é = C, coa í + C a S cní-.J.e'. 


(5) 


Paro achar y, por processo auàlogo, derivamos (I) e obtemos 
íPx d*? 

dP ' dt* 4 dt dt e 


e entro esta e as equações (1), (2), (3) eliminamos a: e suas derivadas. Entre- 
tanto, aqui é. maia simples proceder corao so segue. De (2), temos 
dx 

y " ~J t " -(-Ci sen f -f Ca cos <- -~e‘)-3(C, cosí 4-C a gen /- ± e ‘) - 
= (C, ^ 3 C 8 ) sen t - <3 C x + C a ) cca < + 2e'. 


Assim, 

i - Ci cosf + Ca sen l- -JV, y - (C x - 3 C*) sen <- (3Cj + Cj) TOS t + 2t‘ 
é a solução geral. 


Adotando-se a notação D, vcrifica-so que há uma semelhança muito forte 
entre o processo aqui usado e o mútodo para resolver um sistema do n equações 
a n incógnitas. Deve-se isto ao fato. notado nos capítulos anteriores, de ser c» 
operador U, em alguns casos, tratado como uma variável (símbolo). 

Solução 2. 

Soja o sistema 40 : (1) 2 (D - 2) * -f (D - 1) y = e ‘ 

(2) (0 + 'à)x+ * y = 0. 

Procedeado oomo no caso de du&s equações a duas variáveis, x e y, multi- 
plicamos (2) por D.-l. Real mente, operamos em (2) com D - 1 « A . 
para obter ' dt ' 

. (f)-I)(i) + 3)a:4-(D-l)jr - 0 

e subtraindo ( 1 ) da equaçáo obtida, temos : 

í(D-l)(i) + 3)-2{D-2)]*--e < ou (A> + !)«--•* 
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que 6 u equaçáo (4) acima. Isto podia ter sido antecipado porque, operar em 
(2) com D — 1, ê equivalente a derivar (2) e adicionar (2) multiplicado por — 1, 
como na solução anterior. A solução eeral ó obtida como se viu na Solução 1. 

Solução 3. 


Podemos, também, empregar determinantes. Do sistema A') obtemos : 


2 (D -2) D— 1 I e' D - 1 


2 (D - 2) D - 1 | 


2 ( 2 ) - 2 ) e l 

Lr = 

e 


y = 


i>+3 1 1 0 1 


D- 1-3 1 


D + 3 0 


ou (Z> 2 + 1) x - - r* e (£>* + 1) y - 4e‘. 


A primeira destas equaçõee 6 a equação (1), acima, e a segunda seria obtida 
pelo processo rejeitado na Sohição 1. Veremos, agora, porque éle foi rejeitado. 
Da solução das duas equações, temos: 

(6) x — Ci cos t + Cs sen l - ~e‘ e (7) y = C 3 cos t + C 4 sen t + 2e*. 

Sabemos da Solução 1 que (6) e (7) encerram soluções estranhas. Para elimi- 
ná-las (isto 6, para reduzir o número de constantes arbitrárias), subttátuimoB 
em (2) e vemos que 

(C a -H 3 Ci 4- Cs) cos t 4 (3 C 2 - Ci +• CU) sen t = 0 
para qualquer valor de t Então : 

C 8 » - (3 Ci 4- C 3 ) e C*-Ci-3C,. 

Entrando com êsses valores em (6) e (7), temos a solução geral encontrada acima. 


O número de constantes arbitrárias 

solução geral do sistema 


i ndependentes 


na 


h(D)x 4- gi(T))y = Ai (0 
j 2 (D)x + Ç 2 (D)y = MO 


6 igual ao grau de 


D do determinante A 


/!(/>) g L (D) 
Jz(D) ya{D) 


desde que A não seja idênticamente nulo. Se A = 0, o sistema 6 
dependente. Tais sistemas. não são considerados aqui. 


Fara o sistema A'), A - 


2 (D — 2) D- 1 
D + 3 1 


= - (D 2 + 1). 


0 grau 2 de D é igual ao número de constantes arbitrárias que 
aparecem na solução geral. 

O teorema pode ser fàcilmente estendido ao caso de n equações 
a r incógnitas. 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Resolver o aistema : (1) (D - \)x + Dy = 2t + 1 

(2) (2D + l) x + 2Dy mi. 

Subtraindo duas vêzes (1) de (2), temos 3z - - 3? - 2. Entrando com 
x - -t - 2/3 era (I), temos : 

D »“21 + l -<D-l),-, + ! • V-^ + yl + C,. 


A solução gorai 6 





Note que 


D-\ 

2D+1 


D 

é do grau 1 em D e sòmente existe uma 
2D constante arbitrária. 


2) Resolver o sistema : (1) (D + 2)x 4- 3y = 0 

(2) te + (D + 2)y = 2e“. 

Multiplicando (1) por D + 2, e (2) por -3, e somando: 

(Z> s -f- - 5^ * - fezi. 

EnUSo * - Ci + C'a - y e 2 ‘. 

(1), » - --|-(D + 2)ar - - Cx í' -I- C 2 «“*' + y. c «. 

3) Resolver o sistema : (1) (D- 3) x + 2(D 4- 2)y = 2 sen t 

( 2 ) 2 (D d- 3) * 4- (D - l)y « cos í. 

Multiplicando (1) por D - 1 e (2) por 2 (D 4- 2), temos 

(3) (R-l)(D-3)x4-2(D-I)(D4*2)y»(D-l)f2scr.í] = 2cos/-2senl 

(4) 4(D4-2)(D+l)a;4-2(D4-2) (f) — l)y -> 2(D4-2)cos< - lco a <-2ecní. 

Subtraindo (3} de (4) e notando-ee que (D - l)(D4-2) - (D4-2) (D - 1), 
porquo oa operadores têm coeficientes constantes. 

[4 (D* 4- 3D 4- 2) - (D 2 - 4/) 4- 3)J * - (3D2 4- 16D -f 5)* - 200 »/ 

e 

1 " Cie " 6, + 1 c»-" 3 + g^+feD-p g” 8 ' " c '»-‘'+- +8õVl "»'= 

- Cié~ BI 4- <7*0® 4- (8 sen/ 4- cos í)/65. 
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De (2), (D - 1) y = cos í - 2 (D + 1) z = 

= cos H-8C1 e~ st a «■“** - (18 cos f +14 sen 0/65 - 
o 

- 8 Cl e~ Bt - 4- Ca e -1 '* (47 cos l - 14 sen 0/05. 

o 


Então j/c-' = / (8Ci e~° ‘ Ca e_4,J * + 


47 cos f - 14 sen t 
65 


e-Odl 


- - | C. + O. r*» + “""feg jgi + c. 


,-{6H. + ft «-•* + *"*‘£** m + c. ... 


Como o grau de A é 2, a solução geral tem duas constantes arbitrárias 
Assim, substituindo x e y por estas expressões em (1) encontra-se Ca - 0. 


Eutfio : x == Ci e- gl + Ca e~ /J9 + 


8 sen t + cos t 


= - -J C, «-* + C s <-" 3 + 


65 

61 sea l - 33 coa t 
130 


é a solução geral. 


4) Resolver o sistema : (1) (D 2 - 2) ar - 3y = c 2 1 

(2) (D 2 +2)2/+* =0. 


Achar a solução particular satisfazendo as condições x-y = l, Dx=Dy = 0 
quando ( = 0. 

Operando em (1) com D 2 , temos: D 4 x-2D 2 z-3D 2 y - 4e 2s . Como 
D 2 *— 2*+3y+« 2 *, dc (1), o D*y—x-y, de (2), temos: (7> - 1) x=(xP t . 


Então : 

x *= Cj c‘ + Cz c"** + C3 cos t + C« sen í + 



e, usando (1), 


I'®’ 


2 )* 


- e 2 *] - - v Vi*' + «"O - (Ca ooe t + C* wn t) - ^ « 2 1. 


Note que x poderia ser obtido também pelo uso de determinantes. Assim : 


D 2 -2 —3 


e 2J 3 


x = 1 


1 D 2 +2 


0 D 2 + 2 


ou (D 4 - 1) x = Cc 2í , etc. 


Para t = 0, 

2 4 

x = Ci + Cs + Cs + g- = 1 o Z>x — Ci — Cs + C* + — — 0, 

„ = -i(C,+C,)-C.-i= 1 e 0« = -|-(C, - 0. 
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EntSo Ci — 3/4, Ca = 7/4, C* = 19/10, C* = 1/5 c a. solução par- 
ticular procurada é : 

„ - -*-(3«' + 7 e -0-^(19c™í-2s<.a0 + |^', 

S = “ (te* + 7« — 0 + coe í- 2sen 

5) Resolver o sistema : 

(I) (D + Dx-HD-Dif-e 1 . (2) (Z>* +D+ 1)» -4- (Z)2 - X) -f- 1) y - í 2 . 

Operando em (1) com D 2 4/>41 a em (2) mm J)+l, e subtraindo, 
temos : 

ty-P+21-Sc 1 c 

Operando em (I) com D 2 -D+l e em (2) com D- I, e subtraindo, 
temos 

2z = í 2 - 2 í + e» e z=~P~t + ±e<. 

/)+l D-l 

Note que =2 é de grau 0 emD; assim. 

IP+D+l D 2 -D4 1 

nâo há constantes arbitrárias na solução. 

6) Resolver o sistema : 

(1) D*z - m 2 y - 0, (2} D* S + m 2 x = 0. 

Operando em (1) com D 2 c substituindo LPy = - m*x, de (2), temos : 
D*z -m' (-m 2 x) = D*x 4 m Á z = (Z > 4 4- m*) x = 0. 

Eutfio: 

° = * 72 (l 1 e * “ <Ci 005 ,ní /V2 4 C 2 sen m///2)4 

+ ' 2 (Cs cos 4 C 4 sen ) . 

Coju ôsse valor de x em (I), temos : 
y = “ ã - e"^ ' 2 (<7 2 cos mí/V 2 - Ci sea wtf//2) 4 

+ e~ rni ’^~~ (C 3 sen W//V 2 - C* cos mtffô). 

7) Resolver o sistema; 

(1) (Z>* 4 4) x - Wy « 0, (2) 3Ri 4 (D 2 4 4) y = 0. 

Operaudo em (1) a>m D 2 44 e em (2) mm 3D, e somando, temos: 
[(D 2 4 4)*+9D*)z = (D 2 4 16) {D 2 + 1)1 = 0 
e x = Ci cos 4í 4 Cs ecn 4Z 4 C s ooat 4 C* sen t. 
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Operando em (1) com 3D e em (2) com D 2 +4, e somando, temos : 
(D a 4* 16) (D a -f- l).y = 0 e y = Ki 41 -J- K z seu 4t -f- Kn cos l + 2^4 seu í. 

Para eliminar aa soluyves estranhas, entramos com êsses valores de 
x c y cm (1). Temoa : 

- 12Ci cos 4/ - 12Ca sen At 4- 3Ca cos t 4- 3 C* sen l 4- l2Xi sen 4 1 - 

— 12 A? cos 4/ 4- 3 K* sen t - ZKz cos / =» 0 

para todos os valores de l ; então : 

Ki = C 2 , K* = —Ci, K s = -C., X* = C 3 . 

A solução geral 6 : z = Cj cos 4/ 4- Cs sea 4/ 4- Cg cos í 4- Ca sen l, 
y “= C*a cos 4í - G’i sen 4í - C 4 cos í 4- Cs sen t. 


8) Resolver o sistema : (1) Di + {D4 1)y “ 1 

(2) (Z) 4- 2) z - (D - 1) 2 = 1 

(3) (/) 4- 1) y + (D 4- 2 ) * = 0 . 


Subtraindo (3) de (I), temos (4) Dx-{D+2)z = 1 que ê indepen- 
dente de y. 

Onerando em (2) com D e em (4) com D + 2 , e subtraindo, temos : 
(52)4*4)2 - - 2; então z = 4- Cj e~**l 6 . Com Ôsse valor de z era (3), 

temos : (D -\- \) y =*- {D + 2) z — 1 — -g- Cj e“"«V 8 í então : 

y = e-‘ f («'- j C x «*/«) dl - <T< (««- 6 C, c'/ B 4- C 2 ) = 1 - 6 C 1 4- C 2 e~ l . 

Entrando com êsse valor de y cm (1), temos: 

Dx = 1 - (D 4* 1) v = 4 Ci ff -4 */ 6 ; entáo z = «--**/• 4- C 3 . 

5 2 


Como 


D D 41 0 

D 4-2 0 - (Z> - 1) 

0 D -M D 4- 2 


- - (5 D 2 + QD 4- 4) 6 do grau 2 


em D, há duas constantes arbitrárias na solução geral. Eu Irando com os 
valores de 2 e 2 em ( 2 ), temos : 


(A Ci e~*‘/* - 3 Cj e-<Y + 2C a ) - (- -|-Ci o' 4 '/ 5 4- ~ - C x «"“/*) - 1 c, 
a&sim, C a — Então, 


* = C, «-*</*, y = 1 - 6C, <r«/« 4- C. e-<, 

é a solução geral. 




z 
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Q) Reeolror o oiatoraa : 

( 1 ) ( D + l)*x+2Dy + 3Dz= 1 

(2) Dz + 2=0 

(3) x ~Dy - Dz ^ 0. 

Achar a soluçio particular para & qual x ■= z = 1, j' = 0 quando t = ü. 

Primeiro, operando em (2) com D temos (4) JPx + Dz = 0. 

Em seguida, somando (3) a (1) duas veies e subtraindo (4) temos 
(2D +3)i» 1 ; então : 

zeW-lfeWit-^W+C, . X= ^ + C,,-M. 

De (2), z - - Dr - -?* *~ 3,f2 • 

£ 


De (3), Dy = x-Dz = ~ + C l C, s" 2 « i- + ^Cx <T**» ; 


então : 


j.-f c, + e„ 


Como 


(D + l) 2 2D 3D 
D 0 1 

1 -D -D 


“ 2D 2 = 3D d do grau 2 em D, há 


duas constantes arbitrárias e a solução geral é : 


1 


13 


2= J + Cie-*‘P, «-»/* + Ca, z - j Cx e '*'!* . 

Pmí = 0: * = 1 + 0, = ! „ C, = -§; V = (-f)(f ) + C, = 0 
€ = — • Então, a solução particular procurada é: 

* = 7+4«- , " a . *-• y , -f* - ‘"* + Tr' - - 

Note que uma solução particular satisfazendo um conjunto de con- 
diçíes iniciais nem sempre pode aer obtida. Por exemplo, nío bá solução 
que satisfaça às condiçõíw x = 1, y - z ~ 0, para t - 0, porque x - 1, 
V “ 0 contradiz * = Anàlogamentc, y - 0, a - 1, - 1, para 

t — 0. contradiz ~ — - z. 

dt 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 


Resolver os seguintes siatem&s: 

10 ) 0 z-(D 41 )y = -e‘ 

*4(0 - Dy « e 2 ' 

Rtsp : x - (C, - C a ) coe t 4 (C, 4- Ca) «en t + Zf?'Jã 
y - C» cos t 4 Ca sen t + 2e ? VS 4 « r ' 2 

11) (D+ 2 )i + (D + l)»-/ 

Sr 4 (0 4 3) y = í 2 

Ci -3C 2 , 3C, +C* „ , , , o 

7í«p. ; x — g aon t g coa < - í* 4 « 4 o 

y <■ Cj cos í 4 C 2 sen £ 4 2£ 2 - 3í - 4 

12) (D 4 1) * 4 <2D 4 7) v - e' + 2 

- 2* 4 (D 4 3) » « e l - 1 

fíesp. ; x = ~Ci e~* 1 [cos (i 4 C 2 ) - sen (í 4- C 2 )J ” ‘õã + í* 

V 3 

y = Cj e 4 *sen (í 4 C 2 ) 4 ^ + 7 ^ 


13 17 

13) (D - l)z4<0 4-3)y = e~ l -l 
(2)+2)i + (D+1)»"í s, + í 

Resj>.: z=2C,e- 7 '/ a +^e 2 ‘ + y 


,-?«/« __L.atu.-L + L 




14) (0* 4 16) z- 60;, - 0 
6Dz 4- (D 2 4 16)y = 0 

/ieap. ; x = Ci cos 24 - C 2 sen 2/ 4- C 3 cos W 4 C 4 sen H£ 
y - C 3 co» 24 -t- Ci sen 2í 4- C 4 coa 8í -- Ca aen 84 

15) (D 2 4-4)* +y — aeu* * 

(D 2 4- l)y - 2x = cos 2 z 

Jfcwp.; z = C, cos (V2 2 4- Cx) 4- C 3 cos (V 3* 4 C 4 ) 4- y cos 2z 

y - -2C, cos ( V2 24-Ca) - C 3 cos (V 3 2 +C 4 ) 4* y - y cos 2z 


16) (D 2 4- D 4- 1) * 4- <D a 4- 1) y = «* 
(D 2 4- 0) 2 4- 0 a y - «“* 

17) (0 - 1):4(Ü + 2) S - 14e‘ 

(D 4 2) y 4 (D 4 1) 2 " 2 4 e* 
(0 - l)x +<D 4- *) * - 3 4 


i - -e‘-2e-‘~Ci 
y — 2c* 4 e — * 4 Ci 

Itesp. : x — - 1 4 <«'/2 4 C 2 «* 
y «= c*/6 4 Ci e _2 ‘ 
z - 2 4«‘/4 4- C 3 «“* 
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As equações diferenciais 

A) (3 z*y 2 ~ e*z) dx + (2 xhj -f- sen z) dy -f (y cos z - e’) dz = 0, 

B) (3 zz + 2 y) dx + x dy + x 2 dz - 0, 

C) ydx + dy + dz = 0, 
sendo da forma geral 

*(*»¥» + + + 

+ S(*. 2 /, z, dí= 0 , 

são chamadas equações diferenciais totais. 

Pode ser fàcilmente verificado que A) é a diferencial exata de 
/(*> V> *) = * V “ e J z + 7/ sen 2 = <7,. 

sendo C uma constante arbitrária. Tais equações são chamadas 
equações diferenciais exatas. 

A equação B ) não é uma equação diferencial exata, porém 
com um fator de integração igual a x, tem-se 

(3 xH -H 2 xy)dx + x 2 dy + z 3 dz =* 0 

que é a diferencial exata de x % z + x*y = C. As equações A) e B ) 
são denominadas integráveis. 

A equação C) não 6 integrável, isto é, nenhuma primitiva 

(0 H*,y,z) = C 

pode ser encontrada para ela. Verificar-se-á mais tarde (Problema 
32) que para tais equações pode-se determinar uma solução (1) 
de aeòrdo com uma relação g(x, y, z) = 0 preestabelecida entre 
as variáveis. 
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A condição de integrabilidade da equação diferencial total 
(2) P(z, y, z) dx + Q(x, y , z) dy + R(x } y, z) dz - 0 

(Ver Problema 1). 


Exemplo 1. Para a equação B), 


0; 


e (3) torna-se 

(3 x* + 2 y) (0 - 0) + x(2z - Zx) + x 2 (2 - 3) = 0 - a 2 + s 2 = 0. 
A equação é integrável. 


Exemplo 2. Para a equação C), 


d dP . dP 
P v ’ ay ' ’ dz 


* o-. 


R= 1 'J£ = f = o, 

e (3) torna-so 

y(0~0) + 1(0-0) + 1(1-0) 7 * 0. 

A equação aão é integrável. 


As condições para que (2) seja uma equação diferencial 
exata, são : 

OP = 0Q dQ = dR ôR 

dy ' dx 


(4) 


dP 


dy 


dx 


dz 


Exemplo 3. Para a equação A), 

ap 

P = 3 x 2 y 2 -e x z, = C>x 2 y, 

dy 


dz 


dP 

= 


Q = 2r 3 y -f sen 2 , — = Üx 2 y, 

dR 

R = y ccs z- e*, = - e*, 


d l 

dz 

dR 

dy 


= cos 2 ; 


• — COS 2, 


e as condiçCes (4) eão satisfeitas. A equação é uma equação dife- 
rencial exata. 
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Exemplo 4. Do exemplo 1 vA-se prontamento que (4) não 
é satisfeita; assim, a equação B) náo é uma equação diferen- 
cial exata. 

ReboluçSo de uma equação diferencial total integrável 

a trés variáveis : 

a) Se (2) é equação diferencial exata, a solução 6 evidente, na 
maioria das vêzes, depois dc um reagrupamento de tòrmos. 

(Ver Problema 3). 

b ) Se (2) não é equação diferencial exata, 6 possível achar 

um fator de integração. (Ver Problemas 4-6). 

c) Se (2) é homogénea, uma variável, digamos z, pode ser 
separada das outras pela transformação x = uz, y = vz. 

(Ver Problemas 7-10). 

d) Se não se achar nenhum fator de integração, considcra-sc 

uma das variáveis, digamos z, como constante. Intcgra-se 
a equação resultante, representando-se a constante de inte- 
gração por Determina-se a diferencia] total da integral 

que se acabou de obter e comparam-se os coeficiente» de 
suas diferenciais com os da equação diferencial dada, o que 
permite achar <p(z). Èste processo está ilustrado no Pro- 
blema 13. (Ver também os Problemas 14-16). 

Sistema de duas equações diferenciais totais a três va- 
riáveis. A solução do sistema 

(5) Pi dx 4- Qi dy -f R\ dz = 0 

(6) P 2 dx + Qídy -f K 2 dz - 0 
consiste cm um par de relações 

(7) j(x , y, z) = Ci 

(8) g(x,y,z) = C 2 . 

Para resolver um sistema dado : 

é) Se (5) e (6) forem integráveis, cada uma delas pode ser 
resolvida por um ou mais dos processos a) - d). Assim, (7), 
digamos, é a solução geral (primitiva) de (5), e (8) é a solu- 
ção geral de (6). (Ver Problema 18). 

J) Se (5) é integrável, porém (6) não o é, então (7), digamos, 
é a solução completa de (5). Para obter (8), eliminamos 
uma variável e suas diferenciais por meio de (5), ‘(6) e (7), 
e integramos a equação resultante. (Ver Problema 19). 

g) Se nenhuma das equações é integrável, podemos usar o 
método do Capítulo XXI, tratando duas das variáveis, 
digamos ac y, como funções da terceira, s. 
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Em alguns casos poderá ser mais simples proceder do seguinte 
modo : eliminar primeiro dy e depois dz (ou qualquer outro par) 
entre (6) e (6), obtendo : 

Pi Qi Qi Ri Ki Pi Qi Ki 

dx - dz = 0, dx - dy- 0; 

p 2 Qz Qz Pz Kz P '2 Qz Rz 

dar a essas equações a forma simétrica 

dx dy dz 


(9). 


dx dy 

— = = 

X Y 

onde 



Qi 

fii 

Ki Pi 

X = \ 

■ 

Y = A 

Qz 

Rz 

Rz Pz 


Z — \ 


Pi Qi 
Pz Qz 


\ 7 * 0 . 


(Note que éste é o processo de se obter as equações, sob a 
forma simétrica, de uma reta quando se conhecem as de dois planos 
projeUntes da reta). 

Das três equações 

(90 Y dx *= X dy, X dz - Z dx, Z dy = Y dz 

dadas por (9), qualquer uma pode ser obtida das outras duas. Assim, 
para obter (9) mudamos, simplesmente, o par de equações diferen- 
ciais originais por um par equivalente, isto á, por duas quaisquer 

de (90. 

Se duas de (9') s&o integráveis, procedemos como era e). 

(Ver Problema 20). 

Se apenas uma de (90 é integrável, procedemos como era /). 

(Ver Problema 21). 

Se nenhuma de (90 é integrável, aumentamos o número de 
equações. Por um princípio bem conhecido, temos : 

dx dy dz l\ dr. 4- mi dy 4- ai dz _ l<t dx 4- mo dy 4- nt dz 


X Y Z h X 4" mi Y + n i % I 2 X mzY nzZ 
onde os l, m, n são funções arbitrárias das variáveis, tais como: 

IX 4- mY 4- nZ ^ 0. 

Pela escolha apropriada dos fatêres, é passível obter uma equação 
integrável, digamos: 

dy Idx + mdy+ndz 
Y " IX + mY + nZ 
adx-\- bdy 4- cdz pdx+ qdy 4* rdz 
ou aX + b¥ + cZ ” pX + qY + rZ 

Se isso fôr conseguido, procederemos como em J). 

(Ver Problema 22). 
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Na prática, é mais simples, algumas vôzcs, achar uma segunda 
equação integrável, por meio de fatôres, do que seguir o que se 
via em f). (Ve r Problemas 23-24). 

Se IX -f- m Y + nZ = 0, então Idx + rudy 4- n dz — 0, também. 

Se a última expressão é integrável, integramos e temos uma das 
relações procuradas. (Ver Problemas 2-5-29). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Obter a condição de integrabilidado do Pdx -f Qiy + Hds - 0. 

Suponhamos que a equação dada tenha sido obtida por derivação de 
<*) /(*,*•*) “C 

e talvez, excluindo um fator comum >» (x, y, z). Como, do (1), 

0, 




tegue-se que : 


il 

Ar dy 


- * 2 




Supondo que as condições de existência e continuidade esteiam satis- 
feitas : 


A) 

B) 

O 


'dy àx * dy dy * dr dx 


* az v dz 


òz dy 

dx dz èx dx 


dy dy 


a 8 / 

ar dy 

dy az 


,**+,.*£ «.jll. 

a? a* a« a* 


Multiplicando estas relações por ft. P, Q, respectivamente, e somAndo, 

A condição procurada é: 

K£-f)+«(£-f) + <-£)-«- 


2) Se h(x,V,z) - 1 uo Problema 1, a equação é uma equação diferencial 
exata. Mostrar que ia to acarreta : 

dP _ dQ _ dR d/e _ ap 

dy dx ' dz~ dy' dx dz ' 

Estas relaçOeo resultam de A), 2J), C) do Problema 1. Por exemplo, se 

, .v w dP d<? 
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3) Resolver (z - y) dx - xdy + zdz = 0. 


« õP . dQ 
Como — — B -l° "tt ' 
dy ôx 


aQ « BR 9R _ dP 

— = 0 = — i — ^ 0 = — -> a equaçao 
di dy Ox d* 


é uma equação diferencial exata. 

Reagrupando vem: xdx -{xiy + ydx) + idz - 0. Integrando, temos; 


i-rS - 


xy .+ 4- ** — K ou - 2zy + = 2 — U. 


4) Rceolvor y 2 ti* - * dy 4- y di 


0. 


Temos f - #>. ^ - 2», ^=0; <2 = -*, 


ã7 “■ â. ' 


D íK „ 3S , _ (a 0 aR\ 0 /iR_3P\ . 

*-»- -5J“ 0 ’ 17 " 1; “ tao * (.17 - 17 ; + c V te + 


+- R (— - - y* ((-1-1) -*(0-0) +y(2y-0) * 0 e a «quaçSo 

\3y dr/ _ _ , , y ds-zdy 

integrável. O fator de integração í/y 2 reduz a equaçao a dx -} jf 

cuja solução é x 4- z/y “ 


é 

Í*í = 0 


5) Resolver (2x* y + 1 )dx +2 * dy -f s 2 tg idz = 0. 

A condição de integrabilidade está satisfeita porque: 

(2x* j,+ 1)(0-0)+í‘ (2r tgz - 0) + x 2 tgz (2x* - 4a*) - 0. 

0 fator de integração l/x 2 reduz a equação a 

^2*y + dx + x 2 dy + tg*dr - 0 ou (2 xy dx + z 2 dy) 4- dx+tgzdz « 0 

cuja solução d x 2 y 4* ln sec z = C. 


6) Resolver (2** - z)z áz 4- 2x 2 yz dy + z(z + x)dz - 0. 


0 processo normal aqui seria mostrar que a equação é integrável c, 
em seguida, procurar um fator de integração. Examinando os problemas 
precedentes, vê-se que, depois de us3r o fator de integração, apenas uma 
variável aparece uuma diferencial exata. A variável r, por exemplo, em 
tg z dz, no Problema 5. 


Ora, a equação dêsfce problema, dividida por z 2 r, apresenta a variável 
y no termo 2y dy, que é diferencial exata. Assim, usaremos l/z 2 * como um 

possível fator de integração. Temos: 2xdx + 2ydy + --dz-\ ^ = 0 

cuja solução é x 2 4- y 2 4- ln * 4 C- 


fi claro que a serração daa variáveis aqui não indica que a equação 
soja integrável ; por exemplo, xdx +zdy + dz - 0 não é integrável. nao 
obstante x aparecer sòmente numa diferencial exata. 
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7) Mostrar que sendo P dz + Q dy A- R dz => Q homogênea (i. e., P, Q, R sáo 
homogêneos e do mesmo grau) a substituição x = uz, y = tz separará a 
variável z das variáveis u e v. 

Admitamos que P, Q, R ecjam do grau n na a variáveis. 

Fazendo x = uz, y = vz, a equação se transforma em : 

P (uz, vz, t)[udz + zdu\ 4- Q (uz, tz, z)[vdz + zdv] + R (uz, ta, z) dz = 0. 

Pondo o fator comum z n em evidência, simplificando e reagrupando. 
* temos: 

t [P (». % D du + Q (u, v. 1) do] 4- [uP tu, v, 1) 4- iQ (u, p. 1) 4 -R («, r. I)| dz =0 

ou 

t (Pi du 4- Qi dv) 4- (uPi 4- vQi -\-Ri)dz — 0, onde P t — P (u,v, 1), *te. 
Esta expressão pode ser escrita 

A) 'uP, + *, +B, él rf ” + 7 á ’“ 0 

aparecendo a variável z sòmente no último têrmo. 

A condição de mtegr&bilidade para A), 

1 (± Sí _L Ei \ = o 

z \ fru uPi 4 - vQi 4 - Ri dv uPi 4- vQ: + Ri/ 

estará satisfeita desde que a equação original seja integrável e, quando isto 
acontece, a soma dos dois primeiros têrmos de A) é uma diferencial exata. 
Al ém disso, como o terceiro têrmo 6 uma diferencial exata. A) 6 uma equaçfio 
diferencial exatA desde que P dx + Q dy + R dz = 0 seja integrável. 

8) Resolver a equaçfio homogênea 2 (y 4- z)dx- (z + z)<ty-i- (2 y -x 4- z) dz = 0. 

A equação 6 integrável porque 

2{y + z) (-l-2)-(* 4-z) (- 3 -2) 4- (2 y-z 4- z)(2 + 1) - 0. 

A transformação x «■ uz, y **vz reduz a equação dada a : 

2z (t 4* X) (udz 4- * du) - t (w 4- 1) (v dz 4 - 1 dt) 4-r(2^-tt + 1) dz - 0. 
Dividindo por z e reagrupando, temos : 

2z (r 4- 1) du -B (lí 4- 1) dv 4- (uv + u 4- v -f- 1) dz - 0 
ou, dividindo por z (uo + u 4- v 4- 1) «= z (u 4* I) (t 4- 1), 

2 du dv dz 

u 4- 1 *" v 4- 1 * P 

Então: 2 ln (u -f- 1) - ln (i> 4- 1) 4“ In z = la 2C. z [u 4- D 2 - K(v + !), 
(3 4* z) 2 “ K (y 4- z) ou y 4- z — C (x 4- *) 3 . 

9) Resolver a equação homogênea yzdx - z 2 dy -xy dx = 0. 

A equaçfio 6 integrável porque ye (- 2r 4- x) -c 2 (- y-y)~ xy (z - 0) - 0. 
Fazendo x - uz, y = vz. temos : 

vz? (udz 4- z du) - z 2 (vdz 4- z dv) - uvz 2 dz - 0. 
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Dividindo por z 2 o roagru pando, 

tz du - zdv —v dz * 0 ou du - — “ 0- 

t* _ zt* 

Então : u - In o - ln 2 =■ ln K, vz = Ce ou y - Ce . 

10 ) Rceolver (2 y - s) dx + 2 (r - z)dy - (z 4* 2j/) tfe - 0 . 

A equação é homogênea e, por inspeção, YÔ-ae que é uma equação 
diferencial exata porque pode ser posta na forma: 

2(y dx + X dy) - (z dx x dz) - 2 (z dy + ydz) - 0. 

A solução é 2xy -xz- 2 yi = C. 

11) Mostrar que xP + yQ 4- zR = C da solução de P dx + Q ày + R dz - 0 
quando a equação fôr uma equação diferencial exata e homogênea, ae 
grau » ?* - 1. 

Primeiro, verificamos o teorema empregando a equação do Problema 10* 
Aqui: 

sP + y Q + zR - x( 2 v-z) + 2 y(z-z)-z(x + 2y)~2(2xy-zz- 2 yz) 
e obtemos a solução acima. 

De xP + yQ + zR “ C, temos, por diferenciação : 

v ( p+x ^+^ +z ^)* + { Q+x % +y %* l %) iy+ 

+ (*+-S-2 + -S)*-‘ 

Como a equação dada é uma equação diferencial exata : 

dQ ^ aP óli ^ dP ' aR _ <TQ 
dz ^ ay ’ az ^ d: ’ ay az 

Entrando com essas expressões em A), temos : 

*> (' + '£ + 't+’£)M 0 + ’£ + '£ + '£)*’ + 

+ (* + ■£ + ’£ + •£)-* 

aP aP aP 

Como a equação dada é homogênea : x — + y — etc ‘» 

de acôrdo com a Fórmula de Euler para as funções homogêneas. 

Fazendo as substituições em B), temos : 

(a + 1) P dz + (» P 1) Q dy 4- (n + 1) R dz m 0 

ou. como »*-l, Pdx + Qdy+ Rdz = 0. 
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12) Resolver 

(y a 4'Z 8 +2zy+2zz)dz4-(x 3 +r 2 4-2zy4*2yz)dy-K* z +jr‘ + 2xz4-2y2)dz - 0. 

A equação 6 homogénea, de grau 2, o 6 também uma equação dife- 
rencial era ta porque 

A solução é 

* (í 2 + z* + 2ry + 2rz) -f y (z* + r* + 2ry + 2 yz) + z (z* + tf + 2xz + 2yz) = A 
ou + + *= C. 

13) Resolver a equaçfio diferencia! Pdx + Qdy-pRdz = 0 sabendo que 
sòmente a condição de integrabilidade eetá satisfeita. 

Consideremos uma das variáveis, digamos z, como constante, no 
momento, e façamos a solução da equação resultante 


<l) 

igual & 

( 2 ) 


Pdx + Qdy - 0 


(3) 


u (x, v,z)~4> (z). 

Diferenciando (2) em relação a tôdas as variáveis: 
** "Í7 dy * ds " *' ® 


Ag 0 ™ Ir “ e “ ' = uQ, onde y <=* y (x, y, z) é um fator de inte- 

ày 


3x 


graçio de (l). Substituindo em (3), temos: 

yP dx + nQ dy + dz « d*. 

az 

Porém, da equação dada pP dx 4- dy 4- yR dz •** 0 de modo que 

*'*" ff-*-***- (■£•-#■»)*• 

Eeta relação é independente de dx e dy e, usando (2) se necessário, 
pode oer escrita coaxo uma equação diferencial em z e $. Resolvendo a 
integral para 4> c substituindo em (2), temos a solução procurada. 


14) Resolver 2 (y 4- z)dx -(z -fz)rfy -f (2jr -x 4- 2)<k - 0. (Ver Problema 8). 
Tratamos z como constante e resolvemos 

2(y +z)<£c-(a: +z)dy = 0 ou 3? - ~ T~y " 2 ‘ 


dr x 4- z 


X 4-2 


-2 f dtKt+i) J 

usando o fator de integração e =» 7 — , - v , r para obter 


A) 


(* + z) a 


/ 


2z 


(* + *)■ 


dx m - 


(x4-*>* 
z 


<*+^ 


+ ♦(*). 
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Diferenciando À) em relação a tòdaa aa variáveis: 


dy 


2Z—<dx+dz) - 


Mi’ (ÍTÍ? <* + *>“ + <* + ‘> 3 

oa 2 ( y + r)d* -(* + r)dy + (2y -* + *> * + <- + * )8 *** “ °' 

Comparando esta com a equapão dada, víMm que H-W" 0 ' 

Como, de d), „ + *-*<* + «)’, s “'“5*° é v + *-C<? + #- 

15) Resolver («* y + **> & + («'«+«’) <*v + <«"- «* » -*»>* = °' 

A equação é integrável porque: • 

(WK,*- t »+.*+a>'r) + (e'r+e')(-e I P-e ,) + ( «'-e y-e a)(e -«*) = 0. 

Considerando a como constante e resolvendo a equap&o resultante 
(c r y dx 4- dv ) 4- e v zdy -+ e f dz - 0, 

101X100 e*y + € v z + e*x - * 00- 

Diferenciando em relação às variáveis : 

í«*y + e 1 ) dx + (e v z + e*) dy + («* + e '*> 

Da equação dada temos : 

+ «•)* + [.», + e*) i v + (e' + A) * - <*'» + íVz+e 3) 

Então: d* =.(«'» + A+A)*-** 0 + " ^ 

A solução procurada é 

e*y + e** 4- e*x - Ce - 

16) Resolver yzdz + (ir - !» 3 ) * -2xydz = 0. 

A equação é integrável porque 

yz (x - 3ys» + 2x) + (« - pn a ) (- 2» - W) - ^ < 3 - z) " °- 

Considerando y como constante e resolvendo a equ.pão resultante 
yz dx - 2xy dz - 0 OU z dx - 2x dz - O, 

ln*- 21 nz - In*(y) ° u * = ^ 2 - 

Diferenciando e fazendo a substituição 0 - */** • 


■ (dx 4 - àt) 4 - d<y 


temos 


d*-2Oaia-*»d* = 0 , dx-2fdr-^d*“0, ou - 0 . 

Comparando esta equação com a que foi dada, teinoa ; 

+ + + 0 ou d>dy -Yyd^—ydy 

En«o ♦ - *»+«> df > m0d0 ‘ WlUSS ° 6 

* - ««» - «» (4-v + X/y) ou 2iy = !/ 2 ^ + Cs J . 
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17) Discutir gwmètricamente a solução da equação diferencial total integrável : 

P dx 4 Q dy 4 R dz = 0. 

Seja (aro, yo, zo) uni ponto qualquer no espaço, para o qual 
Po = P (zo. yo, zo), Qo = Q(x o, yo. zc), Ro = R (z 0 , &o. 2 o) não são todos nulos. 


Supondo que P , 0. R sáo unívocas, os valores (Po , Qo , Po) podem ser 
considerados como parâmetros diretores de uma única reta que passa pelo 
ponto. Assim, a equação diferencial dada pode ser encarada como defi- 
nindo era cada ponto (zo , yo , 2 o) 


uma reta 


* - xo = v~ yo _ g - gp 

Po Qo lio 


e um plano P 0 ( x - r 0 ) 4 Qo(y~Vo) 4- Ro (z - zo) = 0 normal à reta. 

A solução f ( x , y, z) = C, de uma equação diferencial dada, representa 
uma família de superfícies tais que por um ponto qualquer do espaço 
(zo,yo,zo) passe apenas uma superfície S*, da família. A equação do 
plano tangente a-o a esta superfície, no ponto considerado é: 

(z - zo) + (y - yo) jr + ( 2 - *0 = o 


e as equações da reta normal Lo aão : 


x-xo v-ifo m z - zo 
r]l_ ‘ 

dxo B'jo dzc 


Do Problema 1 , temos : 


it. 

dx 




*L 

*y 



xn. 



eoluçáo de uma equação diferencial total integrável, a três variáveis, é uma 
família dc superfícies cm que o plano tangente e a reta norma), em cada 
ponto, são, respectivameute, o plauo e a reta associados com o ponto pela 
equação diferencial considerada. 


SISTEMAS DE DUAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS TOTAIS 
A TRÊS VARIÁVEIS 

18) Resolver o sistema : (y 4 z)dx 4- (z 4- z) dy 4- (z 4- y) dz = 0 

(z 4 z)dx 4- y dy + x dz = 0. 

As cquaçOcs sáo integráveis. A primeira pode ser escrita do seguinte 
modo : 

{ydx+xdy) + (zdy + y dz) + (z dz 4- z dx) = 0 
o r solução ê xy 4 fjz 4 zx — Cx . - 

Da segunda («roos : x dx 4 y dy 4- (z dx. 4 x dz) ** 0 e a solução é 

z 3 4 y 3 4 2zz = C* . 

Então xy 4 yz 4 zz ■* Ci , x 2 + y 8 4 2 zü = C 2 6 a solução geral do 
sistema. 
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Em um ponto qualquer do espaço, passa uma superfície de csda uma 
daa famfliftfl daí relações achadas na solução. Como as doas superfícies têm, 
num ponto, uma curva comum, a solução do nstema é uma família de curvas. 
Esta família pode ser dada pelas equações de duas famílias quaisquer de super- 
fícies que passem pela família de airvaa. Por exemplo : 

TV + « - Cl, x*+^+2(C,-ry-ií*)-C a 

constituem, também, a solução geral. 


19) Resolver o sistema : (1) jf* d® + xzdy + xy ds - 0 

( 2 ) t?(dx + dy) + (^z + yz-zy)dz - 0. 


A primeira equação é integrável, com solução (3) xyz - Ci , porém 
a segunda não o é. 

Multiplicando (1) por t, (2) por y, e subtraindo, temos : 

t* (y - *) dy -4- p* (z-x)dz - 0. 

Multiplicando a última por yz e substituindo xyz - Ci . de (3), o resultado é : 

z^z-Ct)dy+y^(v^-Ct)dz = 0 ou * dy + % dz - Ci (^f + ^?) - 0 

cuja solução é (4) yz + Ci ( ? ~~) " Ct • 

Aa cquacêea (3) o (4) formam uma *>lução geral. Entretanto, (4) pode 
ser substituída pola forma mais simples : (40 zy + yz+X2 - C%, obtida 
de (4) pela substituição de Ci . 


20) Resolver o sistema: dr +- 2d|( - (x + 2y) dz — 0 
' 2dx +- dv + (i “ V) dz = 0. 

2 -(* + 2 y) 


Aqui: 


r - x 


a - x 


-(* + 2») 1 


I x- * 


3Xr, 


-p 2 


--3K(r + »), 2*À 


1 2 
2 I 


-3X. 


Fazendo X--1/3, tomoo: X--*, F-x + tf. X-l, e escrevemos o 
rótema na forma «métrica : 

dx dy ^ d± 

-x"x + lf" 1* 

Da equação integrável temos: s + ln*“C«. 


Da equação integrável ^ letnoe: ** + ^ry - C* . 

Então z + lnz-Ci, z*+2r|f»Cs foitnam a solução geral 

% 
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21) Resolver o sistema ~ ™ Achar as equações das curvas inte- 

grais que passam pelos pontoa a) (1, 1, 1) e b) (2, 1 . I). 

Consideremos as equações 0 — - A primei 


grárel c dá zs — Ci . 


X -2 


z+z 


pnmcira é inte- 


A segunda não é integrável, porém reduz-se a dy - (1 4- C./x 2 ) ix 
pek aubutituiçao s-Ci/z. Integrando, temos y=x- Ci/r+Ca ou, substi- 

aí, + " " Cl • EnHo ' — '«'-■ + *- c * °° nsti - 

passa por (2, 1, l) é a interseção da superfície cilíndrica xz = 2 com o 
plano y -a: +z =* 0. 


22) Resolver -*5- 

y-r z-z y-z 

Nenhuma equação é integrável. Por meio dos multiplicadores l~m= 1 
n *■ 0, temos : ' 


jk Ídr4-»ndp4-ndr dx-\-dv 

IÕf-*) + m(.-*) + n(y-»j"Tr7* ou & + <*!/-& = 0. 


*“* I(y-í) + m(í-ar) + n(y-z)'* y 

^ 2 + y - * - Ct . 


Então: 


Usando A) para eliminar z em temos — — t. — dy 

y-z z-x C.-z y - C» 

Entáo : la Gr - Ci) + In (y - Ci) *= In C* , ou (*-Ct)(y-<M - C*. ou, 
eliminando C, por meio de A), J ** ’ 

B) (*-*)(*-*) - C 2 . 

A) e R) formam a solução geral. 


23) Resolver - ÉA _ í». 

V* x* z 


Da equação integrável ou x*dz-y*dy •= 0, 


V a í» 

A) **-y*“Ci. 


temos : 


Podemos usar A) para eliminar z na equação não integrável — - ff dy . 

z z 3 

Entretanto, é mais simples usar oe multiplicadores l - m - I, « « 0 
pw» obter y - £f±£A. : P ^ . 
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dx dy d? 

24) Resolver o eistema a2 + y s “ 2 xy~ {x + yYz 

. Usando I - m - 1. « - 0, temos: 

, <** +.M ou ^ - te+H)(dí + dy). 
(x + y^z (* + ^ 2 

Então : . (r + v) a “ 2 ln 2 - C, . 

Usando íi - mi - 1, »i - 0 e l* - 1. t «« 


0 , temos 


ÉL±ífc-*LZÍ|. Então 

(x + y ) 2 (2-y ) 2 

1 

x + y = * - y 


+ K ou y “ Ca (ar* - y*)- 


dx dy às 

25) Resolver o sistema — = ~ - 2 * - 3/ 

A equação ^ ^ <« *dx+ydj/ = 0 é integrável, dando **+y*-Ci. 

Usando l « 3, m - 2, n = 1, temos 3(y) + 2 <-*) + <2* - 3y) - 0 . 
Assim, 3 dz + 2 dy+dz “0 e 3a: + 2y +2 - C7 a . 

dj. dy dz _ 

26) Resolver 0 sistema 4 — 3 ^“ 4*-2z “* 2y-3s' 


Procuramos multiplicadores Z, m, n tais que 
A) Z(4y - Zz) + m (dx - 2s) + * (ty ~ âr) » 0. 

Reagrupando A) na forma (4«- *0* + (« + W % 
vemm que A) ratará satisfeita quando 4m - 3n ~ 0, «+2n =* 0 , 3i 2 m O 
ou l:m:n = 2 : -3 : -4. Então: 

2dx - Zdy - 4dz = 0 e 2i - 3p - 4z = Ci . 

Escrevendo 4 (Zp + ou) + 3 (- lz - «*) + 2 (ny 7”“? 

4 . mr = 0 , -lz-nx = 0, ny - 7M = Q, temos l . m .n x . y • *• 

Então : „ ^ 

ardí- udy-zdz - 0 e x*-y*-z* = Ca . 


p (ir <7<*y _ r _^ 

27) Resolver o sistema jj _ f) - ~ ( r -p)xz (p - 9)*y 

Consideremos *<?- r)yz + w(r-f>)** + n(p-q)zy - 0. 

De gayr-n^) + r(mM-Zy^)+p(na^-^)-0 temos Z : vt :n 
= x : y > z. Então : 

px<fa + «* + ««& = 0 e p^+gy* +« a - c«- 

De z(lgy -rnpx) +v(npx-lrt) + x(.mri-nq ) ) - 0 temo 

px : gy ' rz. Então : 

p2*<ir + $*y dy + rVds = 0 e p 2 x 2 + «V + » U a . 
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28) Resolver o sistema 


dx 


ÈL 


dz 


x*+y*-yz -x*~y*+xz ( x-y)z 
Usando l = m = 1, # ■ - 1, temos : 

(x? -f - ye) + (- X* - y* + xc) - (x - y) e - 0. 

Então : 

dx dy — dz = 0 © x y - z = Ci . 
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Usando l = xz, m = yz, n « - (x 1 + y 2 ), achamos 
xzitf + tf - yz) + yzirx* -y* + xz) - (x* + y*){x-y)z = O. 

Então xz dx -+• yz iy - (x 2 + y 2 ) dz = 0 ou ~~ o ' ■ y' = O 

x* ~t y* z 

e ln (z 3 + y 2 ) - 2 ln r = ln C 3 

ou r 2 = y 2 a c 3 ? 5 . 


29) RfiTOlra o sistema | - ^ = jjpnrj;- 

• De ^ — temos xy 2 - Ci . For mspeçào : 

" -V 


2 V*( 2 e) + 2i/z(-y)~y 3 (4xy 2 ~2z)-0; então 2 y* dx + 2yzdy -y 2 dz = 0 
ou 


td ,-e*^£ÈL. o e 


30) Discutir geomètricamente a solução geral de ~p~ = ~q ^ ~Jf 

.Suponhamos, por conveniência, que ao resolver o sistema obtivemos 
o seguinte par de equações integráveis : 

Pi dx -f- Qi dy 4- Ri de — 0 e P 3 dx + Q 3 dy 4- Rz dz — O 

cujas integrais §ão, respectivamente : 

9 <*, V, *> * C\ e h (x, y, s) - C a . 


Por um ponto (xo , Vo , *o) qualquer do espaço, passam duns super- 
fícies (correspondentes te duas famílias acima) cuja curva dc interseção 
Co é a curva integral do sistema dado, no ponto considerado. Os planos 
tangentes te duas superfícies em (xo , yo , 20 ) são normais te direções 
(Pt, Qi , R\) e (P 2 , Q 2 , R 2 ), determinadas no ponto, e a reta de interseção 
Lo déstes planos é normal te duas direções. Seja (X, T, Z) um ponto 
diretor para Lo . Temos : 





Qt 

fli 

, 7 - X 

Ri 

Pi 

, Z-\ 

Pi 


Q 2 

Rt 

• 

«2 

Pz 


Pz 

Ça 


proporcionais a P, Q, R (todoo considerados no ponto). 

Lo 6 s tangente a C 0 cm ( 10 , Vo , * 0 ). porque a tangente a uma curva 
no espaço está contida no plano tangente, no i>onto considerado, a uma 
superfície qualquer que contenha a curva. Assim, as curvas integrais do 
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sistema 


consistem de uma dupla infinidade de sistemas 


dx dy dg 

T" * Q " B 

do curvas caracterizadas polo fato do, num ponto qualquer, (xo. Vo , *o), R 
tangente à curva ter (Po , Qo , como par&metroe diretorce. 


31) Mostrar que a fa míl ia de superfícies integrais de 

( 1 ) P dx + Q dy + R dz — 0 

e a família do curvas integrais de 

/o\ ÈL . ÈL _ i* 

w P Q R 

são OrtOgODAN. 

Isto 4 uma conseqnêneia de se ter, em um ponto, (xo, vo , zo), qualquer, 
a direção (Pt , Qa , Ro) : 

o) normal à superfície integral de (1) no ponto ; (ver Problema 17) e 
6) igual à direção da curva integral de (2) no ponto ; (ver Problema 30). 

32) Resolver (1) y dx + x dy - (x + V + 2s) dg — 0 de acôrdo com a) r - a, 
à) x + y + 2z - 0, c) x + y - 0. rf) xy - a. 

A equação (1) não 6 integrável. De coda superfície dada, podemoe obter 
uma equação diferencial total integrável. Nosso problema 6, então, resolvor 
esta equação diferencial simultâneamente com (1), usando a solução parti* 
cu lar da primeira, em ves da solução geral, como em f, na introdução d te te 
capítulo. 

a) Aqui z — a, ds — 0. Substituindo cm (1) temos : y dx + * dy — 0. Daí : 
xy - C. . 

As equações z — a, xy — C, constituem uma solução de (1). 

b ) Substituindo x+y + 2r-0e*n (1), temoe ydx+zdy-Oexy-C. 
A solução é: xy-C, x + y + 2r-0. 

c) Aqui y - -x, dy - -dx. 8ubstit«indo em (1), temoe xdx + z dz - 0 
e **+**-<?. 

A solução 6 : x* + z* - C, z + y - 0. 

d) Aqui zy—a, xdy-\-y dx — 0. À equação (1) roduz-eo a (x+y+2*)dz— 0. 
Então :z + 2y+2z-0ou dz - 0 e r - C. 

xy - a, z+j/ 4-22-0 e 2 - (7. xy — a. Ambas constituem a 
solução. 

33) Discutir geometricamente o problema da solução de Pdz+Q dy+R tfc— 0 
dc acôrdo com a relação dada 9 (x, y, z) — 0. 

D- rdsçio z) - 0 , temos ^dx + -~-rfy + -|jd 2 - 0. 
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Resolvemos o sistema 

Pdx + Qdy+Rdz-O, + + = 0 

&x &y dz 

usando a solução particular g { 3 , y.z) = Q da. última. Seja 
í (x, y, z) - C, g ( x , y, z) = 0 

a ooluçfio. As curvas integrais afio aa determinadas na superfície g ( x , y, z )- 0 
peio aís tema de superfícies / (z, y,z)~C. Assim, o Problema 32c pode ser 
enunciado como: Achar oe curvas situadas na superfície (plano) x+y— 0 
fjue satisfaçam à equação diferencial 

y ix + x dy - (r + y + 2z) dz = 0. . 

Em um ponto qualquer (r 0 , y 0 , zo) da superfície g (x. y, z) - 0, a reta 
de interseção Lo dos planos tangentes a g (x, y, z) = 0 e & superfície do sis- 
tema J ( x y, z) - C, passando pelo ponto considerado, é tangente à curva 
de interseção das duas superfícies. Então, encontramos a família de curvas 
da superíício dada g ( z , y, *) — 0, cuja tangente, em um ponto qualquer, 
está contida no plano qne passa no ponto considerado, determinado pola 
equação diferencial. (Ver Problema 17). 

Por exemplo, consideremos o Problema 32c. Na superfície x+v°*0, 
escolhamos um ponto qualquer (a, -a, b). Neste ponto, o plano tangente 
a x + y « 0 (aqui, o prúprio plano) é normal à direção ( 1 , 1, 0) e o plano 
tangente à superfície (da família) x 3 + z 2 - a z + b 2 é normal A direção 
(a, 0, 6). Os par Ame troa diretores da reta de interseção L dôates planos 
[a tangente à curva passando por (o, -a, fc)], suo {-g, b, a). 

O plano que passa por (a, -a, b ) determinado pela equação diferen- 
cial 6 normal, à direção [y, x, - (r + y + 2»)J (a ^ ^ - (- 0 , a, —26). Como 

(-6, b, a) o (-a, a, -26) são direçOea normais, a reta L está contida no 
plano determinado pela equação diferencial. 


34) Resolver (1) 2z <ic + dy -f- y iiz =» 0 de acúrdo com (2) x + y -f 2 = 0. 

De (2), y ~ - 3 — x o iy dx-ds. Subotituindo em (1), temoo ; 

(3) (2z - 1) dz - (2 + z + 1) dz = 0. 

A transformação z = z x + 1/2 ■ x = 2 * - 3/2 reduz (3) a 

(4) 2í, dxi - (*1 + zi) <Ui - 0, 
que é uma equação homogênea. 

A transformação z, = reduz (4) a 

(« - 1) dzi + 2?x d« = 0 ou -f - 2 — = 0. 

z 1 u — 1 

Então ln zi +2 ln (u - 1) - ln K 

2l(tt-l) 1 = K. 

Substituindo u por z\'z ' , z, por z 4- 3/2 e zi por z- 1/2, temos: 
(x - z + 2p - C (2z - 1). 


ou 
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PBODLEMAS PROPOSTOS 
Venficar a inlegrabilidade e resolver quando possível. 

35) ( 3 / + 3 z)dx + (x 4-2 z)dy 4- (3x + 2y)dz - 0 Rwp.: zy + 2yr + Zzz - C 
35) (coa* +6 z y)dx 4-(«*4- e*z)dy+Sdz - 0 Re**..- e*y + e*z 4- sen x = C 
37) d* + (r 4* *) dy 4- d* - 0 Resp.: y 4-ln (*+*)- C 

35) z 3 dx 4* z dy - 2 y cfe ■=» 0 Ttesp.: x z* + y ~ Cz a 

39) x a di -z*dy - xydz — 0 Kcap.: Não 6 integrável 

40) (x + í ) 2 dy 4- y 2 (dx 4- da) «* 0 Rzap.: y (x 4- *) » C(x + y 4 a) 

41) 2:r(y + z)dx + (2-72-2 2 +y 2 -2 2 )dy + (2y2-x 3 -y 2 +í li )^ = 0 

R«ap. : 2 2 +y 2 +2 2 = C’(ií-ft) 


42) yz dx - 2x2 dy 4 xy dz = 0 


Rtap.: y* “* Cze 


43) xdx4-ydy 4-(x 9 4-y*4-* 2 4-l)zd* -0 R«p. : (*» 4- y 2 4- * 2 ) * = 

44) s(x 2 -yz- 2 3 )dx 4-xz(s 4-z)dy 4- x (z 2 -z 2 -xy)dz - 0 

Retp.: (x 4- y)A 4- (y 4- z)fx " 0 


Resolver os soguintea sistemas : 

45) dx 4- dy 4- <x 4- y) dz = 0 
X (dx 4- dy) 4- (z 4- y) dz — 0 


46) 2yzdx 4 -s(zdy 4- ydz) » 0 
y dx - x 2 z dy + V dz » 00 

xdx dy _dz 
} y*z~z*z y 3 


48) 


3dx _ dy _ 


yz 


xs 


dz 

xy 


Reap.: x 4 jí — Ci e - *, z + y - C 3 /z 
Rosp.: z?yz = Ci , x 2 z 4- x 4-.-* " C a 
Resp..* z*-y* = Ci, x 2 - 2 a = C 2 

Resp. : Sz 2 -y 2 = C\ , y 2 - z 3 =• Ca 


dx 

1 


50) 

51) 

52) 

53) 


dj, 

1 


dx 


dz 


(x 4- y) (1 4- 2xy 4* â* 3 !/ 2 ) 

Resp.: x-y = C, , z ~ xy 4- x 2 !/ 3 4* z 3 ir* 4- Ca 


dy_ 

2xy 


X *-y2- Z * 

3y - 2z z - 3x 
dx dy 


iz 
- 2xz 

dz 

ir -~y 


x( 2 y*-z 4 ) y(z*- 2 r*) «(z^-y 4 ) 


Resp. .• y = Ci z, z 2 4- y 2 4- z 2 = Ca z 
Resp.: x 4- 2y 4- 3z = Ci , x 2 -f y 2 4- z 2 - & 
Resp : xyz 2 = C'i , x 4 4- y 4 + z 4 - Ca 


ds 


dx 


dy 


dz 


*(* a -y 2 > yí* 2 -* 2 ) *(y 2 -* 3 ) 


Reap.: xyz = Ci , x 3 4- y a 4- ** - C 2 



Capítulo XXIII 


APLICAÇÕES DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
TOTAIS E DOS SISTEMAS DE EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS 


Quando a massa m se move num plano, sujeita a uma fôrça 
F , a Segunda Lei de Newton, relativa ao movimento, dá : massa X 
X aceleração = fôrça. 

Para obter as equaçOes do movimento, empregando coorde- 
nadas retangulares, consideremos as componentes dos vetores fôrça 
e aceleração, ao longo dos eixos. As componentes da aceleração 
a z e tz„ são dadas por : 

d 2 x d 2 y ' 

°* “ <tt z ’ 

Chamando as componentes da fôrça por F z e F v , as equações do 
movimento são : 


m dt* ~ Fs 9 


d*y t. 




Componentes de F em Coordenadas Retangulares e Po- 
lares. 


Em coordenadas polares, as equaçOes correspondentes são : 




m ^2 


dp_ d0_ d*d\ 
dt dt + p dt 2 ) 
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onde F e F e são a s componentes radial e transversal da íôrça, 
isto é, as componentes segundo o raio vetor, em P, e segundo uma 
perpendicular a êle, respcctivamente. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Achar a família He curvas ortogonais às superfícies x 2 + 2y* + 4z 2 = C 


Como x 2 + 2i/* -f 4z 2 = C é a primitiva da equação diferencial total 

x dx + 2y dy + 4z da « 0 , 

a equação diferencial da família de curvas ortogonais 6 

í? *, é* = — . (Ver Cap. XXII, Problema 31) 
* 2y 4 z 


Resolvendo 


— - SjJ * temos y - Ax 2 . 
x iy 


Resolvendo ^ ^ • temos 2 - By 2 . 

A f amília de curvas procurada tem as equações : y - Ax 2 , * - By 2 . 


2) Moatmr que não há família de superfície* ortogonais ao sistema de curvas 

z 2 -y* - ay, x + y 


Diferenciando as equações dadas e eliminando as constante, temos : 
2xdz-2ydy - x * ~* -dy, dx + dy - 

A primeira <tó: Dal: e, substituindo na 

segunda, Umes : + l) ip = — ” * ° U ãfy = (*+»)«' 


Assim, as equações diferenciais, na forma simétrica, da família de curvas 

d “ d “'° 40: _Jz <t» dz 

z* 4- y 2 " 2zy (x + y) 2 


Como a equação (x 2 4- V a ) dx 4- 2xy dy + (x + ») * d 2 = 0 não satisfaz 
à condição de integrabilidade, não há família de superfícies cortando as curvas 
ortogonalmente. 


3) A componente a da aceleração de uma partícula d® massa unitária, movendo-se 
txwwv vW\<*. 6 i». ordenada «* a comoouente v e ipd ao oõqco uu 

abscissa. Achar a equação da sua trajetória, dadas as condições iniciais: 

X -= y = 0, £ ixjdt = 2, dy/dl - 4 quando t - 0. 
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As equações do movimento são : = y. = 2r. 

Diferenciando a primeira duas vtees e comparando com a segunda temos : 

g-s-* 


X — C e tl + C a e + C 3 cos at -f C 4 gen at, onde a* * 2. 
rfPx 

Então, y = — - a a (Ci (?•' + C 2 fT" - C 3 cos at - C< sen flQ, 

~ *= a (C x «*' - Í7 a o - ** - C 3 sen aí + C 4 coe at), 

^ » a 3 (Cx e a - Ca c“ ,{ + C3 6en aí - C 4 cos at). 


Dss condições iniciais, teraos: 

C,+C,+C,~ O, C, +C,-e a -0, Ci-Ca -f-C. - — > Cj -c 2 -c, = — . 

• a a 3 

Então : C, = -C a = . C 3 = 0 o C 4 ~ • ‘ 

As equações paramétricas da trajetória são : 

* - i -C2 + Vã) Vl^' - e"’ 5 '*') - i(2 - Vã) VI «m V2I, 
» " 7(2 + V2)V8(í^‘ -e~ ) + i( 2 - V2) V8 .e. Vii. 

4) Uma partícula do massa nj ofaata-aè da origem. O, repelida por uma fôrça 
que é ínversamente proporcional ao cubo da distância p à origem. Achar 
a equação da trajetória, sabendo que a partícula inicia o movimento cm 
p => a, 9 — 0, com velocidade vo, perpendicular à linha original. 


As 


componentes radial e transversal da 



fôrça d© repulsão são : 

- 0 . 



Integrando (2), o 2 ~ - Ci . Para t = 0. 


n d$ av 0 

h = avo e ~ “ — 


dt 


av 0 



vo ! então 
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dO 


(Pp 




k‘ À 


d? 


Substituindo ^ em (1), — *= 4 - — - Multiplicando por 2 — * 


dl dt* " p 3 d/ 


/l£\ 

\dí/ 


o* *2 + ** 


+ C,. 


Para í^O, /> — a e ^ = 0; então Í7 B 


a 2 v* d- fc 2 


(tí)’ -«*•! + **> (à - 7) - <“ 2 ”0 + **)^r- 


Dividindo por (^-’) -^r' (5^) - 


5 4 , d P \* («* -•» + *■) * <»* - «*) 


a 4 i’5 


dp V^iS + fc* 


eV/» 2 -* 2 


a 2 t»o 


d0. 


1 . 

• Integrando : — are sec — ; 0 + C'3 . 

- a 2 fo 


Pnfa / « 0, p = ae tf - O ; então C* - 0 e p — a sec 


Va»t»S + fc* 


a»o 


0. 


5 ) Um projétil de massa tn é disparado no ar com velocidade inicial 00 e num 
ângulo 0 com a horizontal. Considerando apenas a resistência do ar e a 
gravidade, supondo a resistência do ar proporcional à velocidade, achar a 
posiçfto do projétil no tempo t. 

No seu movimento horizontal, o 
projétil é afetado sòmente pela com- 
ponente x da resistência do ar. Assim, 

, dx 

*Ti 



(2) 


(I) 

d*X 

„dx 






ou 


~ k dt * 


No movimento vertical. 0 projétil 6 
influenciado pela gravidade e pela com- 
ponente y da resistência do ar. Assim, 




Integrando (I), 


f ( _ _fe + C. • »“•£<?.+ Ca.- 1 '- 

Integrando (2), 

- -gl-ky + Ki e y “ Ki + K^e~ tl - y 1 - p)* 
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Usando as condições iniciais x - y - 0, ~ = vc cos 9, ^ w to sen 6 
quando t - .0 : at dl 

C t — vo cos 0 , C a - - -jj 'O* cos Q ; K\ = i* sen 0, Ka = - -g- v 0 


dy 


1 


Então 


* "" Ic" COa 


0)(l-e **), y - ^ { (jfc + °° 00,1 ®) í 1 “ «“**) - 0* j 


6) Duas niaioaa, fnj c rn 2 , et tão separadas por determi- 
nada molo cm quo k — k 3 , estando roj prés* a um 
fiu porte por outra mola em que lc » lc x (vor figura). 
Estando o sistema era repouso, as mnmmn sAo deslo- 
cadas, para baixo, de um comprimento “a” e, em 
ecguida, sôltas. Discutir o movimento. 

Admitamos o sentido positivo para baixo e chame- 
mos Xi e ia os deslocamentos das massas no tempo t, 
em relação às suas respectivas posições de repouso. 
A deformação da mola superior 6 x, e a da inferior é 
aa - xi . As fôrças que agem nas molas têm os valores : 

- ( x s - xi) em m x 



— k a (*a - *i) 

As equações do movimento são 


em tjzj* 


mi 


d 2 Xi 

dP 


-km + fca (xa - xi ) e m a ~~ = -k 2 (xa - Xj) 


ou 


(1) fmi D 2 4- (&. + ka) 1 Xi-ts« -0 e (2) (m a D* -f A^)x a - k a *, - 0. 
Operando em (I) com (m 3 D a +■ fca) e combinando com (2), 

(i»a D a 4 ka) (nt| D 2 -f- /cj -f- A>^) u — hz (ma D a -f- & 3 ) xa = 

" +*2)<r/ll D* + *a)*i -/cjxx - o 

kj ka 


ou 


[o< + (— 


+ *» | 
m ma / 


+ ^-W + 


mi m? 


J Xi — 0. 


Qiamando aa raízes da equação característica de ±ia, ±ip, onde 


P* - T 


_ /*. *. +■ ** . ■ // fei+fca fei fca 

V TOl m 3 / V V BIj TO* J Wi, wi 2 


*■ = ^ (mi fl» + *, + fc,)*, = fa . + ^-m,a^ (Ci « + c> -<» ) + 


+ fr -"»g» (C» e*® + C, e'*®) - 

A, 

i(C, C*éT‘“‘) + » (Ca + C, s‘ ). 
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Usando as condições iniciais xi=Z 2 = a ” quando l — 0, 

„ a /v-l\ a fk\-m\& 2 \ 

Cí “ C2 “ 2 {-*=*-) 

a (ki -m,a 2 \ 

Ca “ c ‘“- 2ÜT V «*-«“ )' 


7) Um eixo suporta trcs discos, como 
se vê na figura. O momento de 
inércia polar dos discos das extre- 
midades é /, para cada disco, e 
o do disco central é 41. O cou- 
jugudo necessário para produzir 
uma deformação angular d© 1 
radiano entre discos sucessivos 6 
k. Achar as equações do movi- 
• mento dos discos, sabendo que 
um conjugado 2 To sen ol é apli- 
cado no disco central e que. para t = l), os discos estão em repouso e 
nfio há torção no «xo. 

Ohamemos de 6, o deslocamento angular do disco de uma extremidade 
qualquer e 6» o do disco central, no tempo t. Da esquerda para a direita, 
temos as diferenças - íi c 9i - h entre as deformações angulares dos discos 
das extremidades e o disco central. Temos, então, os seguintes conjugados 
agindo nos discos: 

Jc(6*-g,): k(e, - 0 ,)- k(e,-e i ) e -k(e,-e,) 



Por outro lado, o conjugado que age sòbre a massa que gira é igual 
ao produto do momento de inércia polar da massa, ao redor do eixo de rota- 
ção, j>ela aceleração angular. Assim, a equação do movimento do disco 
central é : 

(1) 47 1ÍF “ k " 0 *) " - »«) + 27, ° SGn ** 

ou (27 D 2 4- k) Qy = kfí, 4- To sen o>t 

e a do disco dc uma extremidade qualquer 

(2) “*(*-*) ou (I D* -l- k) 0! ~ kd 2 . 

al* 

Operando em (2) com {21 D 2 4- k) e comparando com (1) ; 

(2 7D* + k) (1 D 2 + k) fl, - k (21 D 2 +k)0 3 = k 2 4 Tok eetivl, 
ou 

(3) D 2 (2/2 D2 + 3 kl) Oi = To k sen «/. 


As raízes características são: 0. 0, cri, -ai, onde a 2 = 3fe/27 e 

7b fc sen «oi 


(4) $i — C| + C 3 t -f Ca <08 Ct I + Ci s«n a t 


“ Ci 4" Cg / 4- C3 CCS od 4" C4 sen ttl 4- 


li» 2 (2/u> 2 -Zk) 
To k 


2JW («* - o 2 ) 


senut. 
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Do 


( 2 ), ff* - (jl>* + A Oi 


(5) fla - Cl -f Ca t -f Ca (I - j- o 2 ) coa oi + C* (l - -j- «*) oen al + 


. Tpfc - To u 2 I 
+ Senw/ ' 


Dc (4) o (5), obtemos, por diferenciação, 


m r C| - Cw »^ c '- ^ + 2 p J°J_ jj 


COS íí< c 


^ "df - Ca - C 3 /» (1 - -1 cc2) acn + C 4 « (1 - ^ «») cos ai + 


, T 0 k-Too*I 


üsando as condições tnieiak fi, = * a - o, ^ ^ - o quando < « 0, 

temos Ci +C, - o, ™ 

Cl + C 3 (1 - J O 2 ) = o, c, + c^ + 5 s= g‘ .0 


e 




Entfio C, - C 3 = 0, C 4 ~ - 


7 V 


7o 


3 / a («» - a») ãTZT 

o 2 ) a (« 2 - a*)) 13 3/ ( u ^ 

7o {« sen u>í - a> sen aí) 


9, ■= j-gV-1 + - 0,2 “» - « sen aM _ T 0 ( t ^sencaí-a- 3 sen aí 

3/ V « («2 - «2) a («2 - a*)/ ~sr\u ac* 2 (u 2 -O*) 


-) 


- ff, - 


2/a(o>* — a*) 


8) As equações fundamentais de um trausformador sào; 

*1 , r dtj 


m M -S + ** Tt +** - » « f + * f- + «... - m 

onde ii (0 e ia (0 denotam correntes, enquanto que 3/, L, , h% ff, 
sao constantes. 


Supondo Jf* < LiLz, mostrar que 


3) (L,La D 2 ) ~ -f {RxU 4- + ItiRzi, - R 2 E (t) + LjE^Í), 


dii 


B) (Li Lz - M*) ^ -f (Si L, 4- ffsLx) ^ + fí t fí 2 . _ lfg> ( t y 


dt 
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Diferenciando (1) e (2) em rekçâo a t. 


(3) 


(4) 







Multiplicando (3) por M e (4) por tj e subtraindo (3) de (4) : 

+ Kit, - tiB-íí). 

Substituindo » de (2), obtemos A). 

at 

Multiplicando (3) por L» e (4) por M e subtraindo (4) de (3) 

(U + R*Lj ^ - fí.Af - - W«). 


Substituindo — 7» de (1), obtemos B). 
dl 

Qu&ado B (t) — Eo , a equação A) é 

(Li La " ^ 2 > + «*A + RA) -g- +*.«»*•« - 

, , -<«A + R A) ± V Tfil ir- RAF ± 

8ejara «, fi « T ; L\L%-IP 


ratees caracterfctiMs. 
5 Entfto 


< I -C 1 .“‘ + C..'“+ §t. 


Para achar i 2 , multipUear (X) por M e (2) por La e subtrair, o que dá : 
M/ía ia = (IA - Aí») + Lafix »i - L,£b - 

Entfto: 

i* - — 1 (LiLa - If») (aCie°* + fiCt /*) + L,R, (C.s* -f- C»A J. 
Af£* 

Note que, corao AP < LA, * e /* são negativas. Asaim, depois 
de certo tempo, a corrente primária torna-se apro xima d a mente constante 
= ÉoRi e a corrente secundária ia torna-se desprezível. 


9) Uma partícula de massa m é atraída, para um ponto fixo O, por uma fôrça 
central que é inveraamente proporcional ao quadrado da d â t âa ria da par- 
tícula ao ponto. Moetrar quo a oquaçáo da trajetória é uma cônica tendo 
o foco no ponto fixo. 
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Em coordenadas polares, com pólo em 0, as equações do movimento são : 


<*> -[*£+.$?]-• 


rnk* 

P 2 


ou 


ou 


D ” < 2) - e 


&p_ /dí\* 

dl 2 P \dt ) 


d P dO d* 6 
2 d! dl + P dl» 


Façamos a * — Então 

41 ^ Çl s* .. 4 r ^ 4* 4 e ^ l_dcdd _ da 

dl o z ' <r ' dl da dl a 2 dâ dl 1 dâ 


d*p d f dr\ n dO „ 2 
Substituindo om (I) e simplificando, tciaoa : 


de ** 


(10 


d 2 ff fc* 

+ '-íf 


uma equação diferencial linear com coeficientes constantes. Resolvendo : 


C » C 2 cos (# -f Ca) + ^gr 


ou 


Cj/fc» 


+ C, cor (» 4- c s ) 1 4- Cz C i cos (g 4- Ca) 

. fc» 

Fazendo Cf/fc* - l, | C t C\/k 2 I - *, C 3 - «, temos p 

1 tf cos ( 0 + a) 

equaçao de uma cônica tendo O como foco. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 

10) Achar a família de curvas ortogonais h família de eupcrffciea x*-f + C 
Rtsp. : y = Ax, t « £y 2 

11) Achar a família de superfícies ortogonais i família de curvas 

y « Ctx. ** + »*+ 2 r* « C B . 

-ffcsp. : * = C (z 3 + y a ) 
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cem a horizontal, achar a posição da partícula ao tempo U 

K v , z-acoafcí + ^^W. ,-**?*-» 

,3) As correntes « + » . «» ««■ ' Me ’ » üst “ OT 43 C, * Ua5003 

20i + 0,1 - 5, «* + •'■ + lOQOçi - 1. 

Determine aa corrente, .ajeitas às condições iniciais <->'>->»- 0 
quaudo 1 — 0. 


dqi 


Sugestão: . Oae i. - ^ P»™ °bter + 240 *' + 40 ' 000,J, “ °' 

Bup . * - 4 .-■>«' sen 160!, » - i(l- <-*" «» M* + I 160< 

ao taxique I depois dc 60 minuto». 


Sugeslão: qi + ça - 20, 
68,75 lb. 


dqi 

dl 


2gn 3<7 i 
50 4- í 100-1 



Capítulo XXIV 


SOLUÇÃO NUMÉRICA DAS EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS 

Valores Aproximados 


Em muitas aplicações, procura-se o valor y dc y, corres- 
pondente a x —xq -f- h, da solução particular de uma dada equação 
diferencial : 

O) 2/ - /(*, V) 

satisfazendo às condições iniciais y = ?/o quando a: = ro. Tais 
problemas têm sido resolvidos determinando-se primeiro a primi- 
tiva 

(2) • y = F(x) + C 

dc (1), em seguida selecionando a solução particular 

(3) y = g(x) 

por meio de ( 20 , yo), para, finalmente, calcular o valor desejado 

y = g(x 0 + h). 

Quando não se dispõe de um método para determinar a primi- 
tiva, é necessário recorrer a algum processo que dê um valor apro- 
ximado daquele que se deseja. Integrando (1) entre 2 = 20 , 
y - Va c x = x, y = y, tem-se 

(4) y - yo + />■ y) dx. 


0 valor de y quando x = xo 4- h é então 





/(x, y ) dx. 


Neste capítulo veremos métodos para o cálculo aproximado 
de (4) ou (5). 

Método de Picard. Para valores de x próximos dc 2 = xo » 
os valores correspondentes de y = g(x ) são próximos de y 0 = g(xó). 
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Assim, uma primeira aproximação y, de y - g{*) é obtida substi- 
tuindo-se y por y o no segundo membro dc (4), isto e : 


vi = y o 4* 




i/o) dl. 


Uma segunda aproximação, V 2 » é obtida substituindo y por y\ 
no segundo membro de (4), isto é, 


2/2 = 2 /o 4 




yi) dx. 


Continuando com êste processo, obtém-se uma sucessão de fun- 
ções de x 

yo , yi , 2/2 , 2/3 , 

onde cada função 6 um valor mais aproximado do valor procurado, 
do que a função anterior. (Ver Problemas 1-2). 

O método de Picard é de considerável valor teórico. Em geral, 
não é um meio prático de se obter uma aproximação, dadas as 
dificuldades que surgem no cálculo das integrais. 

Série de Taylor. O desenvolvimento de Taylor de y-g(x) 
próximo de (x 0 , yo) Ó 

(6) y = 4 <x-x 0 ) g'(x 0 ) + — (x- *o) 2 g"(*o) 4 


4-^ (*-*o) 3 g"'(* o) 4 


De (1), y' = g'(x) = /(*, y) ; assim, por derivação sucessiva, 


,, _ (x) _ JL + JL Jjü = 4- 

' 9 * ' dx ^ dy dx 


ax +J aí* 




etc. 


a*t+*L*L + 2 J Jll- + j ' 9 

2 dx dy 


dx 


dx dy 



ay 


4 

+ / dy 2 


Por conveniência, façamos 


tf - tf 

p — 9 


» r 


a 2 í 


» s 


Ô 2 / . a 2 / 

’ í = 


3x ' ’ dy ' a* 2 ' dxdrj 

e sejam /* , po , 9 o , ••• os valores de /, p, «, ••• em <*o , Po). 
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Substituindo em (6) o resultado de (7) e calculando para 
x = xo + k, temos : 

(8) y = yo 4- fe-/o + A 2 (po 4- /o* Ço) 4* 

4- -g- fe 3 (ro 4- po-ffo 4- 2/o • «o 4- /o* 9$ 4- Jl‘ lo) 4- 

Esta série pode ser usada para calcular y ; é evidente, entre- 
tanto, que têrmos adicionais serão cada vez mais complexos. 

(Ver Problemas 3-4). 

Método da Primeira Derivada. Segue-se um processo que 
considera apenas derivadas de primeira ordem, isto é, que usa sò mente 
os dois primeiros têrmos da série de Taylor. 



Como primeira aproximação de y, tomemos os dois primeiros 
têrmos dc (8) 

y ~ yo 4* hf(z 0> yo). 

Para interpretar esta aproximação geomètricamente, sejam PQ a 
curva integral dc (I), passando por'P(xç, yo) e Q o ponto da 
curva correspondente a z = xo 4- h. Então : y = MQ = yo 4- fe. 
Sendo 0 o ângulo de inclinação da tangente em P„ de (1) temos: 
tg o =7(xo , yo) e a aproximação 

Vo 4- hJ(xo , yo) = XP 4- h tg O = MN 4- NA » MA 

Para uma aproximação melhor, dividamos o intervalo LM, de 
amplitude h, em n subintervalos de larguras h iy h 2 , ■ - ■ , k n . (Na fi- 
gura n = 3). A reta x = x 0 -{-h encontra PA em /?(*©+ h, yo+ fei) — 
= (*i tVi)- Então : 

yi = yo + fel = yo 4- Al /(aro, yo). 
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Seja a curva integral de (1) passando em B, e aôbre sua tangente 
em R tememos T de coordenadas (*i 4- ha , yi 4- fca) (^ 2 , 2 / 2 ). 
Então : 

yi _ yi + fc 3 « y, + Mto , yi) = + »./(*• + *» . *« + 

Repetindo um certo número de vises, chegamos finalmente auma 

aprorimayâo MC de *4. Vê-se claramente ™ ^‘J^ÔdÕ 

aumenta quando se aumenta o numero de sntentervalos d^mod 
que as larguras, h, diminuam. (Ver Problemas «H». 


Método de Runge. De (5) e (8) obtemos : 


(9) h ~ 2? - Vo 



j{x y y) dx = 


= hJo + -^ A a (p° + /og°) + 

+ -i- A a (r 0 4- po?o4-2j 0 so4-/o?ÍS+/o*o) + 

6 

Suponhamos conhecidos os valores Vo, Vu 1/2 de y - s(x)cor- 

respondentes a „ , ft - *. ■ + i *. *. = - + *■ PeU ^ de 
Simpson : 

r* X| + K 

(10) fc = / ]{x,y)dx ~ -g-[/(*o, 2 /o) + 

+ 4 /(xo + T*. í/i) + + *» ya)1 - 


Real mente, sòmente «o é conhecido. O Método de Runge 
basoia-s© em certas aproximações de yi e 2 / 2 , 

yi « 4- tV(*o, Vo) = í/o + tWo» 

y% rí j/d -f kj(Xl) 4" 2/0 "4" */o), 

cidam com os do segundo membro dc (9). Então xranM 

ma-sc em : 

(11) /v - | {/o 4- 4/(x 0 + 4-&, 2/0 + tWo) + 

4 -/ [xo + 2 /o 4- M(*o + *» y ° 4* • 
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Por simplicidade, os cálculos devem ser feitos como se segue : 
fci = hf o, k 2 = h]{x o + h, 1/0 + fci), fc 3 = h](xo 4- fc, 2/o + fo), 
= A/(^o 4- ?/o 4- rfei), fc -y (fci 4- 4/ci 4- k 9 ). 

Nota. Como a aproximação de k, aqui obtida, difere do valor dado por 
(8) noa tèrinos que contêm potências de h maiores do que 3, a aproximação pode 
ser fraca se /o > 1. • (Ver Problemas 7-11). 


Método Kutta-Simpson. Várias modificações no Método de 
Punge foram feitas por Kutta. Uma dessas, conhecida como Regra 
de Kutta-Simpson, opera do seguinte modo : 

ki-hfo, k 2 =hJ(xo-b-rh, yo-\- yk\), kz = h]{x9 +\h, yo 4- y&a), 

la ■» hj{z 0 4- K yo 4 £ 3 ), fc « -jr (fci 4- 2/c2 4- 2 fc 3 4- k*). 

{Ver Problema 12). 

Sistemas de Equações Diferenciais de Primeira Ordem. 

A solução aproximada do sistema 

~=!(x,v,z), = g(x, y,z) 

onde y = y 0 e z = zo, quando x = 2 0 , pode ser obtida pelo Método 
de Picard, Série de Taylor, Método de Runge ou Método de Kutta- 
Simpson. As modificações necessárias, nas fórmulas, foram feitas 
nas soluções dos Problemas 13-14. Fàcilmente pode-se fazer exten- 
são das fórmulas para três ou mais equações diferenciais de primeira 
ordem. 


Equações Diferenciais de Ordem n. A equação diferencial 


dx* 


f(z, y, y\ y ", 



onde yf = ~ » y" = , , pode ser reduzida a um sistema 

de equações de primeira ordem : 


dy dy\ 

di = v> ’ ií = S2 ' 


ay»-* 

âx y -' • 



= /(*. y. vt. yn, 
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Conhecendo-se as condiçoes iniciais x = xo, y = yo , y' “(yi)o, 
y" =(2/2)°, , 2/" -1 =(Vt- 1)0 os métodos do parágrafo prece- 

dente se aplicam. 

Exemplo. A equação diferencial de segunda ordem -f 2i ~ - iy = 0 
é equivalente ao sistema de equaçõco diíerendais de primeira ordom 

íy _ e * - 4 y - 2ra. (Ver Problemas 15-16). 

02 02 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Pelo Método de Pícard, calcular y quando x — 0,2, sabendo que y — 1 
quando * - 0 e dy/dx — x - y. 

Temos : j(x, y) = x - y, zo “ 0, j/c « 1. Então : 


/(*,yo) - 1 + J“ (*- l)<k - -* + 1, 

I/ 2 -IA 1 + J* Hx,Vi)dx = 1 +j^(-~x*+2x-l)dx 


= --±-x 3 1 , 


1/8 = Vo+ f*K I ’ V ^ (Ix = 1+ J* (t 258 “ -f 2z - l) dz = 




1 / 4=80 + j* Hx,Va)dx - 1+ C-^2 4 +-J2 3 -2 J + 2r-l)dx- 


— Ã+b-t + *- +L 




Quando 

a -0,2, jto-1, j/i-0,82, y*- 0,83867, y a - 0,83740, y*» 0,83746, y B = 0,83746. 
Assim, com cinoo decimais: y = 0,83746. 

Nota. A primitiva da equação diferencial dada é y ■* z — 1 + Ce *. 
A solução particular que Batiefaz às condições iniciais 2 = 0, y - 1 é 
y — 2 — 1 -f 2e~ r . Subk.ituindo por sua série de MacLaurin, temos : 

í _ 1 _ t+ ^_| I . + ^ I 4-^,. + ã Lx-+ Compa- 

rando esta expressão com as aproximações sucessivas obtidas acima, veri- 
fica-se que é razoável admitir-se que a seqüéncia dada peto Método de 
Picard tende para a solução exata, como limite. 
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2) Pelo Método de Picard calcular y quando x - 0.1, eal>cndo que y «= 1 

quando x = 0 e dyjdx = 3r + y 3 . 

Temoa : / (z, y) = 8* 4- y*, *o “ 0, yo =- 1. Então : 

VimmVO+ Jo ( - at + y 0 )d;c “ 1+ f (3x + i)tü: = |-2 2 -fz-M, 

** “ V ° + y* <ar + *** “ 1 + y~ í 4 4 3z3 + + bx + l) 

-|* 5 + 7* 4+ 4* + l‘ 2 + ’ + 1 - 

= , , f X ( 81 .10 , 27 » , 141 X , 17 _ , 1157 _ , 136 „ , • 

73 1 Vo (4ÕÕ^ + iò^ + 8Õ 28 + T^ + T8ã l6 + l5 3:a + 

+ W* 4 + f * 3 + 622 + 52 +• o ** - 


81 rll , 27 10 , 47 9 , 17 „ , 1157 . , 63 - , 25 , 
4400 1 + 4ÕÕ X + ™ X +n x ' 5 + 75^*' + »** + T^* 5 + 


240 1 32 1 1200 1 45’ 


12 


+ § ** + 2* 3 + ^*a*+a + l. 


Quando * - 0,1, po - 1, y* « 1,115. y 8 - 1,1264, y 8 - 1,12721. 


3) ^ = £ - y. Pela Série do Taylor, calcular y quando : 

a) x = 0,2, sabendo que y ^ 1, quando x — 0. 

b) x ■■ 1,6, s&beudo que y = 0,4, quando 2=1. 

a) Ternos : 

V “?(*)• ff(*o) “1, v"' = f"'6) *"'(»>)—: 2, 

1 / =y'( 2 )= 2 ~y, *'(*,)— 1. y V = f (x) g v (x *) =2, 

y" = g" ( 2 ) - 1 - jT, ff" to) - 2 , y T = ff V (x) = -y w , / ( 20 ) = - 2 , etc., 

e a equação (6) dá: y = 1 - x + ^ - i- ^ -f 1 ^ a « + 

Então : 

y = 1 - 0,2 + 0,04 - (0,008) + ^ (0;0016) - ~ (0.00032) + . . . - 0.83746. 


12 


60 


(Ver Problema 1). 


6) Temos : 


g (xo) - 0,4, g 1 (xo) - 0,0, g" (xo) = 0,4, g"' (zo) = -0,4, g' V (xo) = 0,4, etc., 
e a equação (6) dá : 

* ■ o- 4 + °'“ + M I - °’ 4 T + °’ ih ú - °- 4 55 + °' 4 rn + 

onde A = x - xo . 


1 
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Quando * 1,6, h — 0,6 c 

Ç = 0,4 + 0,6 (0,8) + 0,4 (0,18) - 0,4(0,035) + 0,4 (0,0054) -0,4 (0,000648) + 

+ 0,4(0,0000648) + * 0,81953. 

dv 

4) g * 3x + y*. Pelo Método da Série de Taylor calcular y quando : 

a) x = 0,1, sabendo que y — 1 quando x « 0. 

b) x •= 1,1, sabendo que y =* 1,2 quando x - 1. 
a) Temos: (ro, ?*) - (0, 1), 6(*o) = 1, 


v' 

” ^(x) 

» 3* + y 2 , 

/ M 

- 1, 

y" 

- *"(*) 

- 3 + 2yy', 

a"M 

- 5, 

v"' 

- y'"(*) 

- 2(yO a + 2yy", 

9"'(*o) 

- 12, 

iv 

V 

- 0 V (*0 

- W' + W", 

/ V M 

- 54, 

V 

V 

- /(*> 

- 6(y") 2 4- 8yV" + 2yy‘ V . 

Q M 

- 354, e (6) dá: 


V •= 1 +x + j-z* + 2z* -f + 


Quando * — 0,1, 

V * 1 + 0,1 + 0,025 + 0,002 + 0,00022 + 0,00003 + 1,12725. 

(Ver Problema 2). 

ft) Temoa (so.yo) » (1; 1,2), g (xo) - 1,2. g'(x o) - 4,44, y» fo) = 13,056, 
fj"' (xo) = 72.202. o” Oto) => 537,078, ff T (?<.) - 4973, , e (6) dá : 

V - 1.2 + 4.44A + 13,656 ~ + 72,202 ^ + 537,078 ^ + 4973^ + 

+ * 

oude k » z-zo. Quando z « 1,1, h = 0,1 e 

S - 1,2 -f 0,1 (4.44) + 0.01 (6,828) 4- 0.001 (12.03) 4- 0,0001 (22,4) 4- 

+ 0,00001 (41) 4- • • • « 1,7270. 

5) Pelo Método da Primeira Derivada, com n — 4, calcular y quando x “ l,I r 
sabendo que y •** 1,2 quando x “ 1 e dy/dc = 3z -f- y*. 

(Ver Problema 46). 

Temos A — 0,1 e fazemos hi — h s — A a — A« — 0,025. 

Queremos $v> +■ fcj + fca 4- k 9 + k t - y, + k A . 

o) (*>, Vo) = (I; 1,2), h x = 0.025. /(xo, Jfc) - 4.44, 

— *i / (*o , yo) — 0,111 ; yt — tk> 4- fca ~ 1,311. 

6) (*. . Vx) - (1,025 ; 1,311), A a - 0,025, j (a* , y* ) - 4,7937, 

— kxj(*i , yj) - 0,1108; ya — yi + hz - 1,4308. 
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c) (Xi,n) - 0.05; 1,4308), A a = 0.025, S(x*, va) = 5.1972, 

fcs — Ã 3 / (ií , y 2 ) = 0, 1 299 ; y 3 “ ys + A 3 = 1,5007. 

<*) <** , ya) + (1,075 ; 1,5607), A 4 - 0,025, / <z 3 , ys) - 5,6608, 

k* = A* / (z 3 , ^3) - 0,1415 ; y « y 3 + A 4 = 1,7022. 


6) Pelo Métodf» da Primara Derivada, com n = 4, calcular y quando x — 1.4, 
sabendo que y « 0,2 quando + 2y)^ . 

Temos A ■* 0,4 e fazemos Ai ■ ■ A t b ^ >a 0,1. 

o) (xo, ífo) - (1; 0,2), A x =*0,1 . /(zo, yo) » VTi - 1,183, 

Ai = Ai/(zo, yo) = 0,1183; y x = yo + Ax - 0,3183. 

A) (*. , yi) “ (1,1 ; 0,3183), h 2 - 0,1, /(zx , yi) - 1,359, 

As * A a ; (zx , yi) » 0,1359 ; y 2 * yx + A 3 = 0,4542. 
Ora, yt) - (1,2; 0,4542), A 3 = 0,1, /(**, ys) - 1,532, 

A 3 - A3 / (*a , ya) - 0,1532 ; y 3 - ya + Aa — 0,6074. 
d) (*3, &a) - (1,3; 0,6074), A* - 0,1, j (*„, y 0 ) - 1,704, 

,A 4 = A 4 j (z 3 , y 3 ) - 0,1704; j » y 3 + fc 4 - 0,7778. 


7) Pelo Método de Runge, calcular y quando x “ 1,6, sabendo que y = 0.4 
quando ar — I e dyjdx *= x-y. (Ver Problema 3fc). 

Temo* teo, 1 / 0 ) - (1; 0.4), A = 0,6, f a - 1 -0,4 = 0,6. EntSo : 

A, = A/o - 0,36, 

As “ A/(jo + A, yo + A,) =» 0,6 f(l + 0,6) - (0,4 + 0,36)J « 0,504, 

A a - A/ (xo m + h, yo + k 2 ) - 0,6 1(1 + 0,6) - (0,4 + 0,504)J = 0,4170, 

A* - hj (zo + y A, yo + 1 A,) - 0,6 ((1 + 0,3) - (0,4 + 0, 18)1 - 0,432, 

A « j {Ax + IA* + Aa) - ~ [0,36 + 4 (0,432) + 0,41761 = 0,4176 e 

y - Vo + A « 0,8176. 

A diferença entre èste valor e 0 achado no Problema 36 aparece pelo 

fato de ser A «■ 0,6. Para achar o valor de y quando x — 1,1, (isto é, A = 0,1), 

a série de Taylor dá : 

/ 

y - 0,4 -f 0,6 (0,1) ■+ 0,4 (0,005) - 0,4 (0,00017) + 0,4 (0,000004) - 

- » 0,46193, 
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enquanto que pek> Método de liimge : 

fci « 0,1 (0,6) = 0,00, * a = 0,1 (1,1-0,46) = 0,064, A* « 0,1 (1,1 - 0464- 

fc 4 - 0,1 (1,05 - 0,43) - 0,062, fe « ~ (fci + 4fc< 4- k s ) = 0,06193 e 

y « 0,46193. 

8) Pelo Método de Runge, calcular y quando * = 0,3, sabendo que y - 1 
quando x = 0 e dy/dx = 3 x + y 2 - 

Temos (xo , i») - (0,1), h = 0,1, /o - 1. Kn«o ; 

ki — hjo = 0,1, 

*-*/(*+*, vo + fc.) - Q,l [8(0 + 0,* + (1 + 0,1)®] “ 0,151, 

ka= .Hl(xo+ h, yo + ta) - 0,1 P (0 + 0,1) + (1 + 0,151,-1 - 0,16248, 

o+i*. M> +i*.) = 0,1 (3 (0 + 0,05) + (1+0, 06)* 1 -0,12626, 

& ~ 4- (fc. + + ta) - -S- tO- 1 + 4(0,12625) + 0.162481 - 0.12725 e 

6 Q $ = 1,12725. 

(Ver Problemas 2 o 4a). 

9) Pelo Método de Runge, calcular y quando x = 1,1, sabendo que y - 1,2 
quando x = 1 e dy/dx = 3x + y a . 

Temos : (xo, ÍO> - d; 1.2), * - 0,1, * - 4,44. Entfio : 

Icx - hfo - 0,444, 

k 2 - hjizo +Kvo + fe.) - 0,113(1 +0,1) + (1,2 + 0,444)3] = 0, 600274. 

k* - /*/(x 0 + h, Vo + *2) - 0,113(1+0, 1)+(1, 2+0, 60027) a J - 0,654097. 

*4- KHz o + yo + - 0,l[3(l+0,05)+(l,2+0,222) a l - 0,517208, 

k « 1 <*, + 4-fc 4 + fc 3 ) - i 10,444 + 4 (0,517208) + 0,6540971 = 0.627822 e 
6 ° . V - yo + k ~ 1,727822. 

Comparando èste resultado com o do Problema 4b, nota-se que a apro- 
ximação é melhor do que a que se espera, tendo em vista o valor fo - 4,44. 

10) Pelo Método de lluage, calcular y quando x - 0,8 na solução particular 
de dyjdx = Vx~+y satisfazendo y = 0,41 quando x - 0,4. 

Temos ; (xo , yo) - «M=í 0,41), K - 0,4. /o = VpT = 0,9. Então : 

ki “ A /o = 0,36, 

k a - (xo + h, yo + fci) 


- 0,4 VT57 = 0,50120, 
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A* - A/(*o + h, yo+ A*) - 0,4 V 1,7112 = 0,52325, 

A* - À/(xo + -^A, Jto + T*»> - °i 4 VÜ» “ 0,43635/ 

* « 4 <*» + 4fc * + fc «) “ 0,43811 e tf = y 0 + k ** 034811. 

11) Resolver o Problema 10, calculando primeiro y quando * 0,6 e, cm seguida, 

• usando o par do valore© oomo (xv, y»), calcular o valor procurado de y. 

Primeiro: fo, yo ) - (0,4; 0>41), h = 0,2, / 0 VfySÍ «= 0,9. Kntflo : 


Ar = A/o - 0,18, 

• 

Az - A/(*o + h, yo + Ai) 

- 0,2 VTlÕ - 0,21817, 

A3 = A/ (, xo + h, yo + Aa) 

* 0,2 V 1,22817 = 0,22166, 

A* = A/(x 0 + fA, yo + f*»> 

= 0,2, 


A » — (A, + Üc< + A a ) = 0,20028 o Ç » y 0 -f A ~ 0,61028. 

Agora: (xo , l/o) “'(0,6- 0,61028), A=0,2. Então J 0 = V 1,21028 *1,1001, 

Ai = A/o - 0,22002, 

Aí * A/(zo + A, y 0 + k t ) = 0,2 V 1,03030 » 0,25637, 

Ar - hj{xii +h, y 0 -f- A a ) . =* 0,2 V 1,66565 - 0,25812, 

*4 - A/ (2o + j-à, vo + -j Ai) = 0,2 V 1,42029 = 0,23836, 

A .^-g- (Ai + 4A 4 + A 3 ) - 0,23860 c tf - y G + A ~ 0,84888. 

12) Resolver o Problema 10, pelo Método de Kutta-Simpeon. 

Temos: (*o, tfo) = (0,4; 0,41), h - 0,4. f 0 = VÕ81 * 0,9. Então : 

Ai « A/o = 0,36. 

A 3 = A/Cr o + ^A, y 0 + t*») = °. 4 VTlÔ , “ 0,43636. 

Ai =■ A/ (xo + jrh, yo + \k 2 ) - 0,4 V 1,22817 « 0,44329, 

*4 - A/(ro.+ h, yo + A ? ) = 0,1 V~ 1,05329 - 0,61432, 

A ~ •|-(A 1 + 2A a + 2fc a + k 4 ) - 0,43893 e tf - y 0 + A « 0,8*893. 
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13) Pelo Método de Picard, calcular y e z correspondentes a x = 0,1 na solução 
particular do 

satisfazendo y = 2, 3 = 1 quando x “ 0. 

Para a primeira aproximação : 

Vi “ V + /(*, Vo» *>)** - 

- 2 + <1 -f *)<& - 2 -f * 4- r®», 

zi = *o + / </(x, l/o , zo)dx - 

J 0 

- 1+ (-4 + l)dz- l-lx+fx*. 

Para a segunda aproximaçSo : 

~ vo + /**./ 

“2 + jT (1-3*4- 7 **) d* - 2 + z-|-z34-ir 3 , 

3a “ 3o + ff (*, ffi , *i) dx = 

= 1 + (-4-3*-a**-*a -A-ar*)^- 




Para a terceira aproximaçfio: 
- l/o + / (*, ffz , *a) dx - 


= 2 + jT dz 




ZO + 


£ 


ff <*» V» . * 2 ) dx 


-1+ / (-4-3x+5x®-P~x»-^x*+~x«-^x«)ífe- 


£ 


e assim por diante. 



SOLUÇÃO NUMÉRICA DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 261 

Quando x - 0,1 : */, « 2,105 z, - 0,605 

y 2 « 2,08517 z 2 ■= 0,58397 
t/a = 2,08447 z 3 - 0,58672. 

14) Pelo Método de Runce, calcular voz quando x « 0,3 para a solução 
particular do materna ^ i + V * " /(*, V , «), ^ - V “ V» - 0(*. V. *) 
satisfazendo # => 0,5, z = 0 quando x = 0,2. 

Tomos (ao, vo, zo) “ (0,2; 0,5; 0), A = 0,1, j 0 - 0,2, - 0,5. Então: 

Ai - A/. “ 0,02, 

li = hg* = 0,05, 

A'2 = A/(xo + A, j» + Ai, zo + h) “ 0,1(0,3 -+- V 6,05 ) =■ 0,05236, 

- Atffo + A. yo -f- A 2 , zo + *i) = 0,1(0,52- /Õ^5) “ 0,02904, 

A 3 - A/ (xo + A, vo + A 2 , zo + fe) - 0,1(0, 3 -f V 0,02964) - 0,047216, 

L - Ay(*o -f A, vo + A z , zo + fc) - 0,1(0,52- VO, 02064) - 0,034784, 

*4 = Ay( % + ÍA, vo + f fe, zo + £í,) - 0,1 (0,25 + VÕT02fl) - 

- 0,040811, 

U = hg(xo + -~h, y 0 + \k u zq + ±h) = 0,1(0,51 - V 0,025) = 

* 0,035189, 

k « ~ + 4A* + Aa) - 0.03841, 1 « i «, + 4L + la) = 0,03759. 

o b 

e 9 - vu + A * 0,53841, 2 - zo + í » 0,03759. 

15) Pelo Método da Série de Taylor, calcular o valor de 0 correspondente 

a t = 0,05 para a solução particular de ^7 - - 8 sen Q satisfazendo 

(Ur 

0 - rí 4 , — « 1 quando t = 0. 

A equação diferencial dada 6 equivalente ao sistema: 

K" *“/(*>*•*>- ^«“8senff - 
com as condições iniciais í = 0. 0 «= t/4. $ = 1. Então : 

^ =* O' = * »ó = 1 *' = “8«en 0 * Q 33 “ 4 ^2 

«S--4V2 -S&case *í> - -4^2 
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tf" = 4 >" Íq = - 4V2 = 8 (tytwx t - 86" coa 6 

é; = 4V2+32 *0 “ 4 V*0 + 4>/3) 

o • W2 j + 4(8 + V2>|j + “ 0,82821. 


16) FelO Método de Kutta-Simpsou calcular y correspondente a ar - 0,1 para a 
sohição particular dc £| + 2x^-4*/ - 0 satisfazendo y 
quando z ~ 0. 


0, 2 , | - 0,5 


A equação dada, com as condições iniciais, é equivalente ao sistema : 
- z » / (®, J, *), ~ = 4y -2 xí - ff (ar, V, *> 

com as condições iniciais z — O, y = 0,2, s ■* 0,5. 

Temos : (ao, í/n, ao) - (0; 0,2; 0,5), A - 0,1, *> “ 0,5. go » 0,8. 

Então : 

fc, - A/o - 0,05, 
h - hgo « 0,08, 

fe, - W (ro 4- H ia. + T fc < . » + yíi) “ 0. 1 <°. M > ” °.° 54 > 

í, - »»(W + K W + i*., » + iW - 0,1(0,846) - 0,0846, 

k, - Wteo + i», M + |fe>, ÍO + i‘>) “ 0,1 (0,5423) - 0,05423, 

l. =ífl(xo + 4-*, lA> + -ffe>, *» + yM “ 0,1(0,85377) = 0,085377, 

fc. - A/ (r. + *,»„ + *.,«+ W - 0,1 (0,585377) = 0.0585377, 

fc „ i. (*, +2*1+ 2*3 + k.) - 0,0541663 o S - VO + fe “ 0,25417. 

6 


PROBLEMAS PROPOSTOS 

17) Calcular y quando x = 0,2 se dyjdx «=.* + y* e y = 1 quando x = 0, em- 
pregando : a) o Método de Ficard, b) a Série de Taylor e c) o Método da 
Primeira Derivada com 7» = 4. 

Resp.: a) y, « 1,22, y 2 » 1,2657, y 3 = 1,2727; b) 1,2735; c) 1,2503 

18 ) Calcular y quando x = 0,1 se dy/ds ~x-yi e y - 1 quando x - 0, empre- 
gando: o Método de Picard, í>) a Série de Taylor e c) o Método da Pmceua 
Derivada com n - 4. 

Resp.: a) n = 0,905, Ift - 0,9143, y» = 0,0138; b ) 0,9138; c) 0,9107 
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19) Pelo Método de Runge, calcular y quando x — 0,025 se dyjdx — x -f y o 

V “ 1 quando x = 0. itap. ; 1,0256 

20) Pelo Método He Runge, calcular y quando x — 2,2 se dyjdx = 14- y/z e 

V “ 2 quando s = 2. rtcop..* 2,4096 

21) Pelo Método de Runge, calcular y quando x = 0,5 se dyjdx - x + 2y e 

y « 0,17 quando x = 0.3. 0,3607 

22) Resol/er o Problema 21 empregaado o Método de KuWa-Simpson. 

Resp.: 0,3611 

23) Pelo Método de Ruage, calcular y e s quando x =» 0,2 na soluçio parti- 
cular do sistema dyjdx = y + z, dzfdx = s 2 -h V satisfazendo y - 0,4, 

* = 0,1 quando * = 0,1. JUsp. : y » 0,4548. 2 » 0,1450 

24) Pelo Método de Kutta-Simpson calcular y quando x = 0,2 na aoluçfio pai- 

tieulnr de d" '1- V ~ 0 satiíifa 2 ©Ddo y = 0,1, ~~ = 0,2 quando 

* = Resp.: 0,1191 



Capítulo XXV 


APLICAÇÃO DAS SÉRIES NA SOLUÇÃO 
DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


Equações Difercuiiais de Primeira Ordem. O teorema da 
existência, apresentado no Capítulo II, para uma equação diferen- 
cial da forma 

(D jt “ li* *> 

dá uma condição suficiente para uma solução. Empregando séries 
de potências, encontra-se y na forma de uma série de Taylor : 

(2j u = Ao -\- Ai(x - xo) 4- A;(x - rr 0 ) 2 4- 4- 

4- A h (x- xo )* -f- 

onde, por conveniência, y Q foi substituído por Ao. Esta série I) 
satisfaz a equação diferencial (]), II) tem o valor y ~ y„ quando 
x = xo e III) é convergente para todos os valores de x nas vizi- 
nhanças do x — x 0 . 

A) Para obter a solução de (1) satisfazendo a condição y = yo 
quando x = 0 : 

o) Supor que a solução seja da forma 

y - Ao 4- Aix -f A qx 2 4- A 3 r 3 4- 4 -A n x* 4- 

onde Ao = 2 /o e os restantes A são constantes a determinar. 

b) Substituir a série suposta na equação diferencial e proceder 
como se viu no Método dos Coeficientes Indeterminados, 
no Capítulo XV. 

Exemplo 1. Resolver y' = z * + y em série satisfazendo à condição 
y “* yo quaodo t — 0 . 

Como / (x, y) — * 3 4 y 6 unívoca e contínua, enquanto que Of/Oy - 1 é 
contínua para qualquer vnlor d* (x, y), incluindo (0,yo), as condiç«cs do Teo- 
rema da Existência estão satisfeitas e podemos admitir a solução : 

V = Ao + Aiz + A 2 x* + A 3 r s + A<z* + + A % x n + 
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Dentro doa limites de convergência, esta série pode ser derivada têrmo a 
têimo, dando uma série que converge para a derivada y'. Assim, 

y' = Ai + 2Azz 4- 2A s x 2 -f + + nA***” 1 4- 

e 

/ - ** - V = (Al - At) 4- <2A a - Al) X 4- (3A 3 - A 2 - 1) ** + (4A* - As) s 5 + 
+■ + 4- =0. 

A fim de que esta série se anule para todos os valores de x nas vizinhanças de 
s - 0, é necessário e suficiente que os coeficientes de cada potência de r se 
anulem. Então : 

Ai — Ao ■= 0 e Ai * Ao *= yo, 3As— Aa—l ** 0 e A» = + ~ yo , 

d b 

2A Z -Ax - O e A* = yA, » ~-Ao = -|-yo, 4A 4 -A 3 »0 e A« + 



A h 





ií è A 


Esta última relação, chamada Jôrmula de recorrência, pode ser usada para 
calcular os demais cocficientca. Então : 


A 1 A 1 , 1 4 1 . 1,1 

+ A ‘ ~ 6 Á ‘~3êÓ + 72Õ lm - 


fj possível, também, obter os coeficientes como se segue : 

Como A» - ~ A*_i e A_! = ^ A*_ 2 , A, ^ "( -- "fj -*»-?• 


A»-s 


1 


» - 2 


‘*- 9 ; 


I assim : A, r= 


»<»-l)(n-2) 4 


V ,.» <» + **> - + " È3 ' 


Quando os valoras doa A forem substituídos na série suposta, teremos : 

y — yo 4-yox 4- ~ yox 2 4- (y + y v®) x * + (j2 + 5i yo ) ** + + 

+ ^(2 + yo)a*4- - 

- ( s , 0 +2)(14-x4-~* 2 +^ ! * s 4- 4-^jx"4- )-* 2 -2x-2- 

- (yo 4- 2) ** - ri* - 2r - 2. 


A equação diferencial dada podo sor resolvida usando o fator dc integração 
tT*\ entóo : 

f «~*- f x*e-*dx=>{-z*-‘2x-2)e- x +C e y = Ce z -2x -2. 

Da condição inicial y = yo quando 1 =» 0, C - yo4-2 e y = (^j+2)c r -x*-2x- 2, 
como auteriormente. 
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B) Para obter a solução dc (1) satisfazendo k condição y = V o 
quando x = so : 

g) Fazer a substituição x-xo = v, isto é, 

dy ày 

o que dá dyjdv — F(v, y). 

b) Usar o processo de A) para obter a solução desta equação 
satisfazendo à condição y = yo quando v = 0. 

c) Fazer a substituição v = x — xo na solução. 

Exemplo 2. Resolver y ' = ** - 4* + y 4- 1 satisfazendo à condição 
y - 3 qufuido x - 2. 

Primeiro fazer a bubstituiçáo i - w + 2, obtendo J = i> 2 + j/ - 3. Pro- 
curamos a solução satisfazendo y= 3 quando v « O; assim, supomos que a 
solução seja a série: 

y = 3 + AlV + Â2V* 1 Â3V* + AtO 4 + + A»t; n + 

Então : 

& - Ai + 2A a v + 8A a r* 4. lAiv» + + »AnP 9 ~ x + 

dv 


e 

^_ v 2 _ y + 3 = Ax + (2A a -A t )v + (SAz-Aa-l) »* + (4A«- !»>** + 

-f + (nAn-A^-Or 8-1 + .•••••••• 


Igualando os cocficiontce a zero, temos : Ai » 0, 2A* - A\ *■ 0 e Aa 0, 

3Aa - At - 1 - 0 c Ar - 1/3, IA* - A* = 0 e A* = 1/12 , 


A fórmula dc recorrência A, = — A*_i dá: 



u(n-l) 






1 

" n[n- 1 ) (n — 2) 4 



fls£3. 


Daí: y 


+ B i" + 

-3 + |(x-2)«+|(x-2)‘ + 


+ á"” + 

+ * 

+&-*+ 

(Ver também Problemas 1-4). 
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Equações Diferenciais Lineares de Segunda Ordem. Con- 
sideremos a equação 

( 3 ) PqW + Pi{x)v' + P 2 (x)y = 0 

onde os P sfio polinómios em x. Chamaremos x = a um pnnto 
ordinário de Í3) se P o(aj t 6 0 ; em caso contrário, será um ponto 
singular. 

Se x = 0 é um ponto ordinário, (3) pode ser resolvida em 
séries na vizinhança de x = 0, como 

(4) y = A {série era + B { série em zj , 

onde A e B são constantes arbitrárias. As duas séries são linear- 
mente independentes e ambas são convergentes nas vizinhanças de 
a: = 0. ü processo visto na seção acima, para as equações de pri- 
meira ordem, pode ser aplicado para se determinar (4). 

(Ver Problemas 5-7). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM 

1) Rwolvcr « yiy Gm 8érie » do ™>do «íuo V - Vo quando r - 0. 


Suponhamos que a série seja 

V = Ao + A, t 4- A,*a -f A a x* 4- A+x* + 4 - A s x* + 

onde Ao » to: Então: 

- Ai + 2 Atz + 8A a z» + 4 A 4 x 3 + 4-.nA„ 4- • 


Substituindo na equação diferencia! dada, (1 -x) y'-2x 4- y * 0, temos : 

(1-2) (A* + 2Aa2 4- 3 A a ** 4-4A*r3 4- 4- «A***-» + ) - 

- 2x ;.+ (Ao 4- Al -x 4- Ai ar* 4- A a * s 4- 4- A n z n 4- ) - 0, 

ou 

(A, 4- A©) 4- (2A, - 2)* 4- (3A S - Aj)z 2 4- (4A 4 - 2A S )** 4- •• • • + 

+ K* + 1) A ». . " (» - 1) An) * n + • • • • = 0. 


(Nota-, Para determinar o térmo gera! da exprwsão acima, poderoo* 
partir da série suposta para y, derivá-la térmo a tênno, obtendo y*. efetuar 
os produtos indicados e grupar os têmjos em x*, ao deduzir o térmo pro- 
curado por meio do târm^ geral da série BuptKjta e suas derivadas. No 
prceoiite oaeo, quoromos o térmo om a", depola de feitas as substituições 
em» - ry' - 2r 4- J/ ** 0. Primeiro, queremos o térmo em x n de oonhe- 
cendo o térmo em x n l . Mudamos, simplesmente, n por (n4-l) oro «A***- 1 
obtendo (n4-l) A**,*". 0a tênnos restantes - nA n x n +A„x n são óbvios). 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


Igualando a zero os coeficientes das potências distintas de x, temos : 


Ai 4 Ao = 0 

e Ai = — Ao , 

3As - A* = 0 

e Aj " 

T 4 *" 

1 

3 ’ 

Oj . *> <k 

„ 1 1 

A A A _ 9 *1 O & f) 

U A. BB 

i*. 

1 

— A — U 

e dj = j, 

*t/l4 ^ãl3 — U 

“ **« 

2 /ls 

6' 


n - l 


- (i*4 l)A«+i — (n-1) A* “ 0 c A*+-i — - • v~í A* , (n ^ 2). 

. nti 

. , n— 2 (n - 2) (a - 3) . 

Agora . A . - — 4„_, - n(n _ 1) Ar, - 


(n-2)(»-3)(»»-4) . 

" *(*-l)<n-2) An ~ 3 


(n — 2) (n — 3) (n — 4) 


2. 1 


n(n-1)(n-2) 4- 3 


M 


n(n-l) 


n è 2 . 


Então : 

- to (1-*) +** 4 -| ** 4 ^ 4 4 


n(a-l) 


** 4 - 


oo 


Prfo teste do relação, tcmoa : 


litn 


A-+, *"+» 

A.*" 


\x\ lim 


n — 1 

r. + 1 


X . 


A sóric convorgo para \x\ <1. 


Nota. Por meio do fator dc integração 1/(1-*) a solução da equação 
diferes ciai 6: y - 2 (1 - x) ln (1 - z) 4 2* 4 C (l -*). A integral particular 
procurada é : 

V - yo(l-*) + 2(l-*)ln(l-z) + 2*. 


2) Resolver (1 - xy) y' - y “ 0 em potências de t. 

Suponhamos que a série seja 

y = Ao + Aii + AaT 2 + AíX 3 +A4Z 4 + 4 A,z* 4 Então 

y' = Ai + 2Aa r + 3A 3 1 3 + 4A4Z 3 + 4 nA % x 9 ~ l 4 e 

(1 -xy)y , -y - 

» (1 - Ao x- Ai x 2 - Asar 3 - Aaz 4 — • • - A*** 4 ' 1 -••••) (Ai 42A*a;4 

4 3A 3 z 2 4 4A* ** -f 4 nA B *"-» + (Ao 4- A,* + A * *2 + 

4- A 3 X 3 4 • • • • 4 A* 2 ' 4 ••••)** 

=> (Ai - Ao) 4 (2 A* - Ao Ai - Ai)z 4 (3A3 -2Ao A 2 - A^ - Aa)a; 2 4 
4 (4A„ - 3A 0 A 3 ,-- 3Ai Aa - Aa)z* 4 •••• * 0. 



APLICAÇÃO DAS SÉRIES NA SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES 269 

Igualando a zero os coeficientes das potências distintas de x, temos : 
li — Ao *“ 0 © 4, “ Aa , 

2 An — Ao Ai — Ai *■ 0 e Aa = y 4, (1 4- Ao) * yAo (1 + Ao), 

3A3 — 24<j Á 2 ~ - /la = 0 e 4a = — (2Ao A2 + 4* + 4z) = 

--£ao(1 + 5A<)+2A2), 
444-34o4a-34,4,-4 3 = 0 e 4 t = ~ 4 0 (1 + 174o 4264* + 64*), 


Então: y = A 0 (1 + x + ^ (1 + 4o)*» + ^ (1 + 54© + 24§)*a + 

+ ± (1 + 374o + 264* + GAj) * + ]. 

Não procuraremos, aqui, obter uma fórmula de recorrência nem testar 
para convorgôacia. 


3) Resolver xy'-y-z-I = 0 em potêndas de (ar - 1). 

Fazendo ®=»2+3, a equação transforma-s© cm (a+l) ^-y-s -2 — 0. 
Suponhamos que a série, em potêndas do s , soja : 

V = 4 o + Ai z + 43 z 2 + 43 z 3 + 4 < 2 4 + 4 - A*z n 4 - 

Então : 

^ = 4i -f 24 3 z + 343 2 a + 44 4 z 3 4- + nA n 2*- 1 4- e 

= (2 4 1) (4, +24 2 2 + 34a? 2 + 44. 2 a + +«4*2»-» + ) - 

*"2-2 —(4o + 4, £ + 4, 2 2 + As 2 a + + 4 , 2 " + ) «» 

- (Al - 2- Ao) + (24 z - 1), 4 <34 3 + A a )s* + (44* 4 - 2A 3 )z* + í 
+ +K* + 1) ^» +1 + (» - 1) A,J 2" + - 0. 


Igualando a zero os coeficientes das potências distintas de z, temos : 


4i -2-4 0 * 0 e 4i » 2 + 4 0 , 

34j + Ai - 0 

4 1 4 1 

e A3-- ¥ 4*«- t , 

24* - 1 = 0 © 4 a - ~ . 

44* 4 24» - 0 

I . 1 

0 A *~~2 *“5' 


(n + 1) 4 „+ 1 + (n - !)4„ » 0 « 4 n41 =. A n , nâ 2. 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAI8 


Do Problema 1, 

. . . - 2) (n - 3) 2*1 / . ] 

A * “ (_1) .(—D T 7ã A ’ = < 11 


'^ 2 , 


y-Aa + (2 + Ao)s-p4' sa ~4' a8 + ^ 74_ 


12 


+ 


(-D" 


n(n- 1) 

Substituindo 2 por (r-1), temos: . 

y- Ao* + 2(x-l)+±(*-iy»-±p-iy*+±(.*-W- 


+ 


co 


/1„2 + 2(i-1)+ Z <-«’ 

n-2 


n(n-l) 


57 «*-!>*■ 


Pelo teste da relação : 

A«+i2* +1 


nm 
00 


A**" 


lim * + j = | z| - | x-1 


A série converge p&ra | x - 1 1 < 1. 


4) Resolver y’ - x 2 - e* = 0 de modo que y - 0 quando x — 0- 

Tendo em vista a eondição inicial, suponhamos que a série aeja : 
y ■= AiX + Aaí 2 4 - A3X 3 4 * AtX* 4 * A»*® 4 * • 

Então: 

l/ = Ai + 2A2Z 4 - 3A32 2 4 - 4A41 3 + 5 Asz* 4 - • 

Também : 

.'-14v + JjK a +Ji^ + Ji»‘+ " 

- 1 + (Ai* + Asx* + Asi 3 +■ A t r* + “••)+ Jj (A?* 1 + 2AiAai* + 

+ (A| + 2A,A„>** + ] + ^(A?** + 3 A?A aI * + ) + 

+ i(A}** + ••••■) + - 

- 1 + A,i + (A, + -i- A?)* a + (As + AiAs + j A?)* 3 + 

+ (At +■ | A| + A,^ a + y A?A, + jgjAj)*» + 
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Substituindo na equação diferencial : 

(Ai-l)4(2A,-A,)*4<3Aa-l-A,--ÍA?)*si + 

£ 

+ (AA 4 - Ai - AiA* - â\)x* + (5A a - A* A | - AiA» - 

”¥^ 2 “è i 4 í )l4 + -"- ; *- •*“ 0 - 

Igualando a zero os coeficientes das potências distintas de x, temos : 
Ai -1=0 e Ai-1, 2A 2 -A, -0 e A a - y Ai = 

84» -1-4»— g-iij -0 e As - y <1 4 A a 4 y A?) = 

4A* - A a - Ai Aa - y A® — 0 c A* — (Aa 4 AiA* 4 y A\) — y » 

5A* ~ A 4 -~4| -4|4a - j 4?4 a -±A< - 0 • A, - g, 

• »-* + 7* p +T* + T*‘ + B*' + 

EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES 
DE SEGUNDA ORDEM 

5) Rceolvcr (1 4 z 2 ) y r 4 xy* - y — 0 cm potènciae de x. 

' f 

Tcmoa Po (i) - 1 4 z 2 , Po (0) ^ 0 e z - 0 é um poato ordinário. 
Suponhamos a sério 

y - Ao 4 Air 4 A 2 2 2 4 A»*® 4 A 4 x* 4 4 A n x * 4 

Então : 

y ' - Ai 4 2A s x 4 3Aax 2 4 iA t x* 4 4 nA»»— 1 4 

e 

y" - 2A* 4 6A*x 4 12Aax 2 4 4 n(n- 1) An**~* 4 

Substituindo na equação diferencial dada : 

(1 4 x 2 } [2A 2 4 6 A 8 x 4 12A 4 x* 4 • • • • 4 n(n- 1) A a z"-* 4 • ■ • •] + 

4 x (Ai 4 2A*x 4 3A*k* 4 4A 4 e 3 d 4 nA„ ***-» -j ) - 

- (Ao 4 Aix 4 A a z 9 4 A a ti» 4 A&* 4 - • • - 4 A % x* 4 ••••) = 0, 

ou (2Aa — Ao) 4 6 A 3 r 4 (12A 4 4 SAaJx 3 4 • • • • 4 

4 [ (n 4 2) (n 4 1) A t+S 4 (* a - I) A,]x" 4 • • ■ • - 0. 
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EQUAÇ0E8 DIFERENCIAIS 


Igualando a zero oa coeficientes das potências distintas de x, temos : 

2 A 2 - Ao “ 0 e Ai — ~ A o , 6 Aa — 0 e A 3 — 0, 

£ 


12A* + 3Aa = 0 e Ao, 


(n + 2) (n + 1) A n +2 + (n 2 - 1) A n - 0- e A *+ 2 = - ^~T2 A *' 


Da última relação, 6 claro que: As - Ao - A 7 - •• 
d n +2 = 0 se n íôr ímpar- Para n par, (n - 2 fc), temos : 


2fc-3 . (2fc — 3) (2ft — 5) . 

~'~2kí2k-'Z) A **- 4 


0 , Isto é, 


. , n *w 13 5 (2fc-3) 

(1) 2*fc! <4 °- 


Então, a solução geral é: 


v - + + ) + ál1 


1 00 

- Aoll + ^x* + 2 (- 1 )* 41 


1-3-5 


(2 k - 3) 


x 2 *] 4- A 4 x « . 


2 ~ ' 2*k\ 

Ao(1 + i lS . £(-!)> 1 - 3 %y, (2fc - 8 W -4„. 


Aqui: lim 


10 


A.42»* 4 * 


A„ 2 " 


a : 2 lim a . \ « x 2 e a série converge 


n-» «o a i" 2 


para j 2 | > 1 


6) Reaulver y" - z a y' - y — 0 cm potência» de x. 

Aqui Po (r) ” l e x = 0 é um ponto ordinário. Suponhamos a série : 

y = Ao +■ Aix 4- A 2 X 9 -f* Aaz 3 4- ' 4" A n ** 4 — • 

Entôo : 

y' = Ai 4- 2Aax 4- 3 A 3 X 3 4- 4- nA n x*“ l 4- » 

y" = 2Aa 4- 6A 3 x 4- 12 A 4 x 3 + 20AO* 5 4- 4* » (n - 1) A a x“-* 4* 

+ e y"-2V-y= . 

- (2A a - Ao) 4- < 6^3 - Ai)z 4- (124» - Ai - A*)*? 4- 

4- ( 2 OA 5 - 2 A 2 - A 3 ) x 3 4- 4- 

4-[(n4-2)(n + l)A J » fa -{n-l)A J ^i-A,lx"4- 0. 
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Igualando a zero os coeficientes das potências distintas de z, temos: 

2.4a — -4o "• 0 c Ai — -jr Âq, 6.1 j - Ai — 0 e A* — -j-- Ai, 

l b 

12A 4 - Ai - Aa - 0 e A 4 = ~ Ao + ~ Ai , 


(n + 2) (r» + 1) A* + 2 -(»- 1) A*-i - A n = 0 

, .. Oi-l)A„-, + A, _ . 

' (a + »(.,+ 2) ’ »*«• 


A solução geral è: 


y - A . a + ± x > + ± x . i .L" +i ^ X ' + J. t r + , + 

+ J, (* + T I> + À l4 + i^ I ‘ + 35Õ ,<,+ 5ÕÍÕ* 7 + 


7) Resolver y" - 2x a y' + izy = + 2x + 2 em potências de X. 

Suponhamos que a série seja : 

y — Ao 4- Ai* 4- A x z 2 4- A ar 3 + A*r 4 + A*x 8 + + 

+ A.** + 

Então : 

y' - A, + 2A*r 4 3.4, *2 4. 4J 4X s +5A a x* 4- 4 

+ *A„ ■**-’ + , 

V" = 2A a 4- 6A*2 4- 12A 4 ;r* 4- 20.4**, 4 + 

+ i»(»-l)A«**-» + 

e 

y"-2r 2 y' 4-iry-.i4-2.r~2 - <2.4, - 2) 4 ; (6A3 4- 4-4 0 -2 )z 4- 

+ (12Ai + 2.4. - \)i* 4- 20.4^ 4- 4- 

+ l(n4-2)(n4-l)A.«-2(n-l)Aa- i 4-4.1,-,J**+ - 0. 

Igualando a aero 03 coeficientes, temos : 

24 s -2-0 e .4» = 1, 6. la 4- 4.1 0 -2=0 

e - 1 * “ i - 1 • At --k-i A “ - 4i -°' 


(« 4- 2) (» -h 1) An +2 -2(n- 3) An-i - 0 
= i "-' • nâ3 - 
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EQUAÇÕES DIFERE K CIAIS 


A solução geral é : 


+ -L *. + !*.+ 


-i s . 

-A-— 

) + 

45 

405 

- ~ a 7 • 

_^jlO 

) + 

63 

567 

+ 126 

*’ + 4Õ5‘‘ 

+ mí‘' 0 + 


8) Reoolvor y" 4- (* - l)V + V - 0 «n potências de x - 2. 

Façamos 3 = v + 2 na equação dada. Temos: + (* + l)gjj + V - 0 

que deve ser integrada cm potências de v. Tomemos a série 
y ~ Ao + Aiv + A*v* + Azv* + Aav* + + Á« v * + 

Então : 

$ - Ai + 2A 2 t; + 3 Antfl + 4 A,t> 3 + + nAnV*- 1 + 

dv 

= 2A* + àAsv + 124*^ + + n(n-l)Anv*-' + 

dr 2 

e 

£» +(!) + l)^ + „ = (2 Âz + Ai + A„) + (6/1, + 2 A, + 2 A a ) v + 
di' 3 ar , 

+ (I2A4 + 3A 2 + 3A 3 )v* + + 

+ |(n+2)(n + l)A^a + (n + l)A» + (n + I)A*+»]*"+ " °- 

Igualando a zero os coeficientes das potências de v, temos : 

A* (Ao + At), A a = - y ( A * + ” T {Ao ~ Al)> 

■ Ai “ — j* (Aa + As) ■ ^ (Ao + 2Ai), 

(n + 2) (n + 1) Ai»-r 2 d- (n + 1) A« + (n + 1) A n +x - 0 
e A »+2 =■ - ^5 (An +. A„+x). 

Daí, como v - x- 2, a solução geral 6: 

,-a.p-A < .-j>»+-ic.-v + áb-#‘- 

-s<*- 2 ) ‘-iiõ ( *- s)0+ 1+ 

+ i.tC,-a)-yb=-2) , -T<*- !! >’+T <I .' 2 :i ‘"á ( *" 2) ‘ + "'" 11 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 

9) Resolver (1 -x) y' - x 2 - y em potências de x. 

Reap. : y - A 0 (1 - x) -f 

+x3 (i + l i+ iW + (^r èfn+3 i^ + ) 

10) Resolver xy' = \-z + 2y em potências de x-1. Integrar. também, direta, 
mente. 

Sugcalão: Faça z-1 = z ereaolva (z + 1) ~ ** - z 4- 2y em potências de z. 
Resp.: y- A«lH-2(*-l) + (x-I)aj + -i- + (*-l) 

11 ) Resolver y* «* 2z 2 4* 3 y em potências de x. 

Resp.: y - A* [1 + 3r -f 0*2/2 + 0z*/2 + 27x*/8 + ] + 

+ 2r*/3 +■ x*J2 - 

12) Resolver (x 4- l)l/' = x 2 - 2x + y em potências de x. 

Resp. : y » A 0 (1 + x)-x* + 2^/3 - x*/8 + x*/5 - 2x«/15 + 

13) Resolver y" + xy - 0 em potências dc x. 

An “ - Á *-* » n ^ 3 • convergente para todos os valores de x. ' 

Resp.: y - A o (l-**/ 6 -Hr*/ 180 - )4-Ai (x-a4/124-z 7 /504- ; 


14) Resolver y" 4- 2i 2 y - 0 em potências de x. 

2 

A. - - — 1 . A„_* ; convergente para tedoe oa valores de x. 

fc*P •• y = A 0 (1 - **/6 4- **/168 - ) + A, (x-**/10 4- 

4- x B /360 - 


15) Resolver y ” »> xy* + x*y = 0 em potências de t. 
n (n - 1) Â n - (n - 2) A n - a 4- A %- 4 = 0, 1 

Resp.: y ~ A 0 (l-x*/12 - *«/90 4- x 8 /3360 4- ••••) 4- 

+ A x (x 4- *V6 - * fi /40 - x T /144 - • • 


16) Resolver (1 -x 3 )y ,, -2xy' +p (p 4-1) y =* 0, onde p é uma constante, em 
potências de x. (Equação de Legendre). 



EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


A n - - n ~ 2 ^ An_a ; oonver sente para 1 x\ < 1. 

Rap.: V -A a (. i-Lfe+l) g ,4 »- a)p(P 4 l ; 1)(? — ,+ 

| ^- 1)(p4 - 2) r j ) 


17) Resolver j/" -fariiz-l+as+z 2 em potências de x. 

A, - — rr A -_4 ; convergente para todos os valores de x. 

n [n - 1) 

2&«p.; y « Ao (1 -a^/13 + r*/ 672- ) + Ai (z-z*/20 + 

+ *® /1440 - ) + * 3 /2 + x*/ò + a: 4 /l2-z*>/60 - 

- «’/252 - x 8 /672 + 



Capítdlo XXVI 


APLICAÇÃO DAS SÉRIES NA SOLUÇÃO 
DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


Quando * = cé um ponto singular da equação diferencial 

( 1 ) P 0 {z)y" + Pi(xW + P 2 (x)y - 0 , - 

onde P<(x) são polinómios, o processo do Capítulo anterior não dá 
uma solução geral, em série, nas vizinhanças de x = a. 

Exemplo 1. Para a equação x 2 y" 4- (* J - x) y' -4- 2y = 0, x *= 0 é um 
ponto singular porque Po (0) — 0. Se admitirmos a solução da forma : 

(I) V - Ao + A\x -t- Azz? + Aâi* + 

e substituirmos na equação dada, teremos : 

2Ao + Aix + (2 Ai + Ai)t z + (5 á 3 + 2Aa)z* + = 0. 

Para que esta relação seja satisfeita, é necessário que : Ao = O, Ai « 0, 
At =» 0, Aa - 0, ; assim, nio há nenhuma série da fornia (I) que satisfaça. 


Um ponto singular * = a de (1) é denominado regular se, 

quando (1) estiver na forma 


ao 




/?i(ar) g Rz(x) puderem ser desenvolvidas em série de Taylor, nas 
vizinhanças de z = a. 


Exemplo 2. Para a equação (1 + x)y" +.2 xy’ - 3y = 0, x * - 1 é 
ura ponto singular, porque /*# (-1) — 1 -f (-1) — 0. Com a equação na forma 

f t + -ML y - r + Jz - , + + 9 r - o. 

s x + l* ^(z + l)a y y T i + r r (X-M)* J 1 

os desenvolvimentos de Tayior, na vizinhança de x = - 1, de #i (x) e (z) 
são: 

Ri (x) * 2x = 2 (x + 1) - 2 e R 2 (x) ** - 3 (x ■+• 1). 


Logo, x = - 1 é um ponto singular regular. 
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Exemplo 3. Para a equação *V' + + V 

Bingul&r. EBcrevendo a equação na forma: 


0, x — 0 6 um ponto 






o. 


verifica-se que Ra (r) 
vizinhança de x = 0. 


l/x não pode ser desenvolvida em série de Taytor na 
Então, x - 0 não é um ponto singular regular. 


Quando x = 0 é um ponto singular regular de (1), existe 
sempre uma Série que satisfaz. Tal série é da forma 

(2) y = T. A n x n * Aoz n ri- A\X " +1 ri- A 2 x m + 2 H ri- 
u-o ri- A n z m +* ri- , 

com rio 0, bastando determinar m e os A de modo que (2) satis- 
faça (1). 


EXEMPLO 4. Resolver, em série, 2 zy" + (* + 1) / + 3j/ - 0. 

Aqui, x “ 0 é uxn ponto singular regalar. Substituindo 

y - A<jz m + A,**+> + A,x"+* + + AnZ” + * + , 

«' = mAox— 1 4 • (m + l)A,z" + (« + 2) A 2 z" 41 4- + 

+ (»» + n) A n x" - ** -1 + , 

n * ( m _ HmAoi-" 2 4- * 0» 4- 1) An""* + (m + l)(m + 2) A 2 x" d- • • • + 

4 (m 4 n - 1) (n 4 4 • • • 

na equação diferenebl dada, temos : 

(I) m (2»n - 1) Aor"" 1 4- [ 6r» d- 1) (2 m 4- 1) Ai 4- (*n 4- 3) A 0 ]x n + 

+ I(m4 2)(2ot 4- 3) A, 4* (m 4- 4) Ai] z" 41 4- ri* 

-H(wi4-a)<2m4-2n-l)A*4-(m4-n 4'2)A,-,lx"+*- 1 4- =* 0 


Como Ao 9 * 0, para que o coeficiente do pnmexro térmo eo anule tomos 
m (2 m - 1) -* 0, isto 6, m — O ou m - . Entretanto, índependentement* de 

m, todos os têrmos, depois do primeiro, se anulam desde que os A satisfaçam 
a fórmula: 


A« = - 


m 4- n 4- 2 
(m 4- a) (2m 4- 2n - 1) 


n 2 1. 


Então, a série 

n 4-3 (w 4- 3) Qn 4- 4) - 

W » - ^ 1 " l 1 “ (m + 1 ) (2m + T] 1 + (m + 1 ) (m + 2)(2n + 1) (2m + 3> 

(rt 4- 4) (m 4- 5) g3 i 

'(n + ll (n + 2) <2m 4" l)(2m 4- 3) <2m + 6> 


satisfaz à equação 

<ü) 2zS" 4- (x 4- D V '4- 3» - m (2m - 1) Ao*"" 1 


I 
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O acguudo membro de (II) anula-se quando m - O uu m - . Quando 

m = 0, tomos do (2') e com A 0 - I, a solução particular 

í/i = 1-32 + 2r J -2r»/3 + 

e quando m = }í com Ao = 1, & solução particular 

Va - V*(I - 7z/0 + 21z*/40 - llz*/80’+ ). 


A solução geral é, então: 
y - Ay, + By z - 

“ A (I-32+2X 2 -2z*/3+ )+fiVí (1-72/8+2122/40-1123/80 + ). 

O coeficiente <1 a mais baira potência de x em (I) [e, também, o coeficiente 
do têrroo do segundo membro de (11)1, tem a forma j(m)Ao. A equação 
/ (m) “ 0 é chamada equação indicadora. As sohições linearmente indepen- 
dentes yi e j 2> acima, correspondera As raizes distintas m = 0 e m » y, 
desta equação. 


Nos Problemas Resolvidos, abaixo, as raízes da equação indi- 
cadora serão : 

a) distintas, -não diferindo por valor inteiro, 

b) iguais, 

c) distintas, porém diferindo por um número inteiro. 


O primeiro caso está ilustrado no exemplo acima e nos Pro- 
blemas 1-2. 


Quando as raízes m e m 2 da equação indicadora são iguais, 
as soluções correspondentes sáo idênticas. A solução geral é, então, 
obtida por : 


y - Ay 


*•1 


+£ !t 




(Ver Problemas 3-4). 


Quando as duas raízes wi, < m 2 da oquação indicadora dife- 
rem por um inteiro, a maior das duae, m 2l dá sempre uma solução, 
enquanto que a menor, mi , poderá dar ou não. No último caso, 
fazemos A 0 = c a solução geral eerá dada por 


y 



+ B 


M. 

dm 


*-«1 


(Ver Problemas 5-7). 
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Q 


Aa séries desenvolvidas nas vizinhanças de x - 0, que apa. 
recem nessas Soluções gcraie, convergem sempre, 

eomolexo limitado por dois círculos concêntricos em x 0. O raio 
de um é arbitràri amente pequeno, enquanto que o do outre > » 
estende ao ponto singular finito da equaçao diferencial, mais p 
”d C 2 - 0. É claro que a série oht.da no exemplo 4 converge^ 
também em x = 0 : além disso, como a equaç&o diferencial tem 
aSTúm^ontO singular * = 0, estas séries convergem para todos 
os valores finitos de x. 

A solução geral de 

(3) Po(*>v" + Pi (*)»' + *’*<*>» 

consiste na soma da funçSo complementar (solução geral de (1)] 
Tom uma integral particular de (3). Um pro««o P« « “ 
integral particular quando Q 6 uma soma de potências positivas , 
e negativas dc x, está ilustrado no Problema 8. 

Valores Infinitos de *. Algumas vê*» é neeesaário resolvM 
uma cquaç&o diferencial (1) P.ara valores mrnto ™ 

tais casos as séries obtidas, mesmo quando válidas para todos 
os valores finitos de x, são impraticáveis. 

Para resolver uma equação em série convergente para valores 
muito ^es de « ou L^nkançae do ivjinito, trausforma-se 
a equação dada fazendo-se : 

x = l/« 

e. resolve-se, se possível, a equação resultante, em série, na vizi- 
nhança de * - 0. (Ver Problemas 9-10). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Resolver 2r*y" - *tf + <* a + D » - °- em aérie0 ' 

Sulwtiluindo 

V - A» x- + A,z-+ l + A,*-« " Anl ^.'+ ‘ + . . . 

«• - + *»*- + 


na equação diferencial dada, temew : 

(m - 1) (2 M - 1) A,z- + * (2-n + » A.Z-+' + 

+ l({m + 2)(2’» + H + 1 )A»+A«h" +2 + 

+ {((m + nXZn + in-SJ + llA.-t-A.-olr” 1 -* + 


- 0 . 
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Todos os têrmos, exceto os dois primeiros, anulam-se se Aj, Az, 
satisfazem k fórmula 


0) 


iim "‘(« + n) (2m + 2 n -3)4-l i4 "- 2 ’ n - 2 ' 


As rafzcs da equação indicadora, (m - 1) (2m - 1) -0, aio m = -j- » 1, 

e, para qualquer désses valores, o primeiro fcôrmo se anula. Como, porém, 
nenhum déssea valores de m acarretará a nulidade do segundo tênno, 
tomamos A t = 0. De (1), eegue^e que Aj - Az = Ai 0. 

Então ; 


f 


AoZ ' ( ' "(* + 2)(am1-I) + l** + 

4 - xi 

[ (m + 2) <2m + 1) + lj [ (m 4 4) (2m + 5 4 1)J * 


satisfa* 2z* g " - ay> 4 (x* + 1) Ç - (m - 1) (2m - 1 ) A 0 x" 
e o asgundo membro 6 nulo quando m — — ou m - 1 . 

Quando m = ~ e Ao = 1, temos * 

Vi - 4^/168 - s*/U068 + ) 

« quando m = 1, com Á 0 - I, temos 

yi -z(l-xVl 0 4^/360-x«/28080 4 ). 


A solução geral é : 
y — Aj/i 4 Bya — 

“ A Vi (1 - z*/6 4x 4 /lô8 t »*/1108S + •••) + 

4Rx(l-* 2 /10 4x 4 /36O- r® ,'28080 4 


Como i ■ 0 ío ónico ponto singular finito, a slrie converge para todos 
os valore? finitos de x. 


2) Resolver Zzy" + 2y' 4^-0, em séries. 

Substituindo y, y' e y", como no problema acima, temos 
m (3 m - 1) Ao*"- 1 +(n + l) (3 m 4 2) A,z- 4 

4 (m 4 2) (frn 4 5) A**-*+» 4 [ (m 4 3)(3 t» 4 8} Ag 4 -4o J 4 
+ + l (m 4 a) (3m 4 3n - 1) A, 4 An-alz" 4- *' 1 -f 0. 

Todos os têrmoa a partir do 4.°, inclusive, sáo nulos se Aa, Áa, 

satisfazem A fórmula 

ill ‘"( B i4n)(Jnf3n- i) ^*“ 3 ' ” ~ 3 ‘ 
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Ab raÍJiw da equação indicadora m(3tn-l) = 0 fáom^O, 1/3. Como 
nenhuma delas anula o segundo e o terceiro têrmoa, tomamos : Ai — A a * 0. 
Então, usando & fórmula de recorrência: Ai “ A* = A 7 =*•••- 0 e 
Aa “ = A s - • • • = O. Logo, a série : 

(D j- ^‘('-õT+aík+ã) 1 ’* 

, 1 ) 

* (m + 3) <m + 6) (3tn + 8) (8« 4- 17) 

satisfaz 3r£T + 2y' + z 8 ? = m (3 m - 1) Ao*™ -1 . 

Para m«0, com A 0 =l, temoe, de (1) yi ■= 1- 15/24 + r 6 /244S- 

e para m = 1/3, com Ao*l, temos yj=x *' 3 (1 -z®/30 + x‘/3420- ). 


A solução geral é: 

y - Ayx + B«/a - A (1 -* 3 /24 + x»/ 2448- 
A série converge para x finito. 


) 4- Bx 1 ^ 3 (1 - x® /30 4- 

+ i fl /3420- ) 


EQUAÇAO INDICADORA COM RAÍZES IGÜATS 


3) Resolver xy" + y' - y = 0, em séries. 

Substituindo y, y' e y" oomo nos Problemas 1 e 2 acima, temos : 

r^Ao*— 1 + [ (« + D 2 Aj - Ao] x" 4- [ (m + 2)* Aa - A,] *•+> + 


+ 


Km+nFA,- A*— 1 1 x "^ 1 + - 0 . 


Todos os térmos, exceto o primeiro, anulam-se se Ax , Aa , satis- 

fazem à fórmula 


d) 


a. -5Th5T^-»* h 


Entfio : jj - A 0 x- (1 + (m + 1)a * + ( m + 1)2 + 2)= 


x s + 


+ 


satisfaz 

( 2 ) 


(7n+D 3 (m+2) 2 (m+3) 2 
xQ" A-tf-j - m 2 Aox"“ l . 


x* + 


Aa raízes da equação indicadora sio m» 0,0. Assim, há apenas uma 
série satisfazendo (2) com m = 0. Entretanto, encarando y como uma 
função das variáveis independentes x e rn : 

« ± (*2\ - A /M') - /mV 

dm ™ dm \dx/ dx \dn/ \dmJ 


Mü = -ii. /M\ = i. A /M* 

am dmâxKdxJ dxdm\dxj 


= ±±(* 1 ) = 
dx dx \drnj 




APLICAÇÃO DAS SÉRIES NA SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES 233 


e, derivando (2) purcialmente, em relação a m, temos: 

® 1 (I) + (H) - (&) = ****** + nS ' ,oí -‘ h 


2 - 


De (2) c (3) segue-se quo y, = y 


mm o 


ày 

**-ã5 


são soluções da 


mmO 


equação dada. Tomando Ao *■ 1, encontramos : 


àj _ 

dm 


+ (^TTF 1 + (m + 1J-W+ ir * + 


-( 


(W+-1 )*(m + 2)* (» + «)■ 
2 2 




')**-(< 


•]+*" l- 


(m + 1)3 


x - 


(m-HP (m+2)3 ’ (Tn + ip («+2P/' V(m+l)3(m+2) 2 <m+3) 2 

2 . 2 


0 


x 3 -. 


(»+l)*(«+2)* (™+3)2 1 (m+l) 2 (m 4-2) 3 (m+-3) 3 , 

1 1 


+ 


y\ux 




(m+1)* 1 V(m+iP(«+2)« (n+l) 2 (m+2P 


) 


X a + 


( 


l 


4- 


1 


(m + iP(« + 2) 2 (m + 3P (m + l) 2 (m + 2) 3 (m + 3) z 


(m + 1)3 (m + 2P (m + 3) 3 




Então : yx - y 


+ .9. 

* òm 


.-0 


- 1+Z + W + W + - 


VI ln 


! m »0 


r-2[* + ^5(l + })z' + 


+ (^( ,+ ¥ + l)' S + 1 


e a solução geral é: 


y — Ayi + B'J 2 = (A + B ln x) [1 + x + 

“ 2Z,íi+ (^f( 1+ Í) i ’ + (3!)= 

À série converge para i»<0 e finito. 


**+757 77 ** + 




(2!P‘ ' (31)* 

1 (-MW ■- 


4) Resolver xy" + y' + x 2 y = 0, em séries. 

Substituindo y, y' o y", tcmoa : 

m* Aox*-' +(m+l) 2 Aix"+(m+2) 2 A 2 x"+ 1 ^ +[ <m+3) 2 Aa+Ao]** +2 + 
+ + [ (m+nPAa+Ai-sl x"»+°- 1 + 


- 0 . 
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As duas raízes da equação indicadora são iguala. Tomamos Ao 
Ai — Az — 0 c oa A restantes, satisfazendo à fórmula 


- 1 


A h - 


1 


(m + n) 2 


A * 1-8 • 


Então : A\ => At = A i 

1 




**4 


• •*0, Az = .4 5 = A 8 
1 . 


0, 


(w + 3) z (m + 3) z (m + 6 ) z 


1 


(m + 3 ) 2 (to + 6)2 (m + O ) 2 


x» + 


e seguindo o processo do Problema 3 acima : 

di “ P iax + 2xm f (m+ 3)3 ** ~ ((m 4-3P (^+6)2 + (m+3) 2 (m 4-6)3 


) 




+ ( 


+ 


(»i 4 3 ) 3 (to + 6)2 (to + 9 ) 2 (to 4* 3)2 (to + 6) 3 (to + 9) 9 

+ (TO +3)2(m 4-6)2 (m 4-9)0 ” ] * 


Usando a raiz to — 0 da equação indicadora 


y\ * 0 


o _ 


•*-0 


1 32 ^ + 3<(2 1 ) 2 ~ 38 (3 !) 2 


x B + 




„_ 0 ->' llo: ' + 2 [è r3 -3S(5ij5'( 1+ ^) x ' ,+ 

+ 3w( 1+ T + t) z '‘- ] 


A solução geral 6 : 


y - Ayx +By* - <A + z* +3 * e “ 




,+ 2 B [è lS - 3 w( ,+ l) I ‘ + 

+ 3W(‘ + ¥ + 's) I ° _ ]• 


A série converge para x 5* 0 e finito. 



APLICAÇÃO DAS SÉRIES NA SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES 285 


EQUAÇÃO INDICADORA COM RAÍZES DIFERINDO 
POR UM INTEIRO 


5) Resolver x]/' - 3/ + xy = 0, em -séries. 

Substituindo y, y' e y", temos : 

(m — 4) mÁ o r"* — 1 4* (rrt — 3) (m + 1) Aiz* + 

4-[(m-2)(n + 2M*+Aol*" +I + -f 

+ I (m +• n -4)(m 4- n) A, 4- A n ~* 1 4- • 


0. 


As raízes da equação indicadora são m = 0,4 e estamos no segundo 
caso especial citado acima, porque a diferença entre as duas raízes 6 um 
inteiro. Tomamoa Ai = 0 e escolhemos os A restantes de acôrdo com 
a fórmula: 

1 


(ín+íi-4)(pt + n) 


n>2. 


Esta relação dá valores finitos quando m = 4, a maior das raízes, porém, 
quando tn = 0, A* — » «> . Como a raiz m 0 acarreta dificuldades, 
mudamos Ao por Bo {m - 0) - B 0 n e notamos que a série 


V - A 0 z m [1 — 7 

+ 


(m — 2) (m + 2) 

1 


* 2 4- 


r* - 


1 


n (w~ 2) (m + 2) (m + 4) m (m-2) (m 4- 2) 2 (m 4- 4K*n 4- 6) 

1 


+ 


' + 


“ Box n [m - 


n {n -2 ) (m + 2>* (*i 4- 4)* (m + 6)(m + 8) 

tn 


7 S - 


(m - 2) (ro -f 2) 
1 


z a + 

x* - 


(m - 2} (» + 2) (n + 4) (m - 2) (m + 2) 2 (m +4 ) (m + 6) 


+ 


(m - 2) (*n + 2) a (m + 4)* (w + 6) (m + 8) 


-8 _ 


satisfaz à equaçao 

xj/" - 3^ 4- xf ■ (w - 4)tnAoz" l_1 *= (m - 4)m?Box n ~ l . 


Como o segundo membro contém o fator m s , aoguc-eo, pelo que so viu 

no Problema 3. que ü e ’ 0001 m ~ 800 soluçóes da equaçáo dife- 

om 

rencial dada. Temos: 

rn ■ íIn * + Bo1 " !1 + [ (m - 2) (n 4- 2 )]’ ** ~ 


{m- 2) (i» + 2)lm + 




2 : m + 2 m 


Ti) 


z* 4- 
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(m-2){m+2f(m+á) (m+6) 


(~ 

\m—2 


<m-2)(m + 2)*(m + 4)*<m + 6)<«+8> Vm-2 m+2 m + 4 


1 • 2 I 1 | 1 

»t2 T m + l T m + 6/ 

^J_ + _2_ + _i_ + 

\m— 2 m+2 m + 4 


J li L _ 

m + 6 m 


Empregando a raiz m = 0, com Ro -» 1, temes : 




+ ], 


yi = v 


2 -2 -4 + 2 2 3 -4 d l6 ' 2-2 3 -4 2 ô-8 ** 1 


»-E -»‘ k * + 1+ à ia+ 2^1 l4 '2iTm( 1+ l + ¥) l( ' + 

n-0 

+ Fiy2![( 1+ i + l + T) + T] 1 '- 

■■■ 


A solução geral é : 
~ Ayi + Dy* - 


-u+*h«)l-|^-,-‘ + 5 rinj ,, -5F7nn ,, + 1 + 

+ B {1 + ^ * -FFTTÍ 0 + Í + t)*' + 

+ WTT21 [0 + \ + ¥ + i) + i]**“ 

- 2i4l3i [( 1+ ¥ + ¥ + T + ¥) + (t+I)] 1,0 + 1 


A série converge para z ^ 0 e finito. 


6) Resolver (x- 3?)v" -fy + 2y - 0, em séries. 

Substituindo y, y' e j/". tomos : 

(» — 4) mio*" -1 + [(m-3)(m + 1) Ai - (m - 2 ) (m + l)A 0 ]a m + 

+ í(m-2)(m + 2)A^-(m-l)(m + 2)Al]:r"• +, + + 

+ í(m + a-4)(m + n)Aa-(wi+n~3)(m + n)A B -i]a; , " + "- 1 + ■ °- 

A fórmula dc recorrência í X» - ™ ^ — ? A»-i de modo que : 

m n — í* 
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( 1 ) 




+SÍ--+S-+SÍ-+ 


safcisffts à equação diferencial .* 

{x - x s ) f - 3^ + 2y « (m - 4) wAo*"“ l . 

As raízes m = 0 - 4 da equação indicadora diferem por um inteiro. 
Entretanto, quando m = 0 o denominador do coeficiente de x* não se anula, 
como se esperava, porque o fator m, aparecendo tanto no numerador como 
uo denominador, é canedado. Note-se que o coeficiente de x 3 é nulo para 
m - 0. 


Entflo, com Ao ■ 1, 


Vi - U 




-l+2x/3d-* a /3+0-x 4 /3-2í«/3-ac a /3 Ae 7 /3- 


e V2 


**(l+2* + at»+4** + 


m-4 


de modo que l/i - (1 + 2z/3 + x 2 /3) - j/ 2 /3 . 


A solução geral é 

V « Çiy, + C 2 y* - Ci (1 + 2r/3 + í*/3) + (C 2 - Ci/3) y a = 
A(x* -f 2r + 8) + Bx* (1 + 2x + Zx 3 + dx 3 + )- 

= A(x*+2t+J) + « ( -j^- 


Existem pontos singulares finitos an i = 0 e i - 1. A série converge 
para I x 1 < 1. 


7) Resolver xy " -f (x - I) y' - y » 0, em séries. 


Substituindo y, y‘ e y ", temos : 

(m - SViAoi*- 1 -f- í(m - 1) (m + 1) Ai + (m - 1) A 0 ] x* + 

+ [m(m + 2 ) As + ijiAi]*"-* 1 +- + 

+ [{w + n-2) (n + n)i« ,+ (m + n- 2) A*-i) a***- 1 + = 0 . 

As raízes da equação indicadora sáo w - 0-2 que diferem por um 
inteiro. Escolhemos os A de acórdo com a fórmula 

' A „ m + n-2 1 

An . im + n-2)(m + n) Ã *~ l 


Vemos que nenhum A|-*« para tfi = 0, que é a menor raiz, como no 
Problema 5. lato, naturalmente, é devido ao fato de se ter cancelado O fator 
m + n-2. 
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Então, como 

í - AtT [1 “ *+'(« + l)bm + 2) ** ' " 

l 2* 4- ] 

(m + l)(m + 2)(m + 3) * 

satisfaz » 

xff' + {x -l)g -g - (m - 2) mA 0 x’ a ~ l , 
tomoa, com Ao — l e to — 0 , m — 2, rospootivamonto, 

Vx - í\ - l-x + z*/2l - x*/3!4- - «“* 

|«-0 

e -*»-2i»/3! + 2x 4 /4I“2*«/5! + -2 (<r*+z- 1). ' 

A solução geral é y - Ci «“» + C% [2(e~* + z- 1)1 - -f- i# (1 ~ 5B) f 

convergente para todos os valores finitos de x. 


INTEGRAL PARTICULAR 


8) Resolver (z* - x ) y" + 3 y’ - 2y - x + 3/z* na vizinhança de x ■+• 0. 

Substituindo y, y' e y" como do Problema 6, temi» a condição 

(1) m (4 — m) Ao*" -1 4- [ (tn + 1) (3 — m) At + 

+ (m + 1) (n*-2)i4olz"‘ 4- + l(w» + n) (4 — m-n) A M -J- 

+ (m + n)(w4-^-3)A l i_ilz^"-> + -z + 3/x». 


Para achar a função complementar, anulamos o primeiro membro de 
(1) e procedemos como antes. 

A fórmula de recorrência é .4. ■* — 7 A*-i e, então. 


ff-Aox- (i+^r|*+^r|^ + 





satisfas a 

(2) (** -*) £" + 3/ - 2? - m <4 - m) Ao*"- 1 . 

O segundo membro de (2) será 0 quando nt — 0-4. Para m — 0 com 
Ao - 1, temos 

yi-1 4 2z/3 + z*/3— z 4 /3-2z 8 /3-3z fl /3-4z 7 /3— 


)• 


e par» tn - 4 com Ao — 1, temos 

ift-a4(l+2z + as a -4z B +-&r* + 
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Enfcáo =* (1 + 2x/3 -f z 2 /3)- 5 / 2/3 e (ver Problema 6) a função com 
plcmentar é 

l/ = A(z a 4-2x+3) + Bx*l(l - xY . 


Para achar uma integral particular, consideramos os térmos do segundo 
membro da equação diferencial dada, separadamente. Fazendo o segundo 
membro do (2) idêntico & x, isto é, 

m (4 - m) Aox™-' a x, 


temoo m - 2 e Ao = • Para m = 2 , a fórmula de recorrência é 

Ã* =■ ^ _ 2 Ã «— 1 ; então: Ai = Aa = A 3 ■ =0. A integra! par- 

ticular correspondente ao têrmo x é x*/4. 

Outra vez, fazeado o segundo membro de ( 2 ) idêntico a 8 /x ! , isto é, 
wi(4-n0.4oi " -1 = 3/x 2 , 

temofl m - - 1 c Ao - - 3/5. Para m--l, A, = 4 A*_ x : então : 

Ai * J Ao, Aj «—Ao, A 3 “ “ Ao, A 4 = A b = A# =0. A inte- 

gral particular correspondente ao têrmo 3/x 2 6: 


-!* níl+ T* + -è*’ + T*’ ) - 


A solução geral procurada 6 : 
V -f m À (x* + 2r + 3) 


fíx* 

(1-x) 2 

Bz* 


£ 

5x 


£ 

20 


_3_ 

10 




10 




Nota. Uma verificação parcial do trabalho pode ser feita, mostrando 
que a integral particular y = x 2 /4- 3/5x satisfaz à equação diferencial. 

Como x - I é ponto singular finito, a série converge na região anular 
limitada por um círculo, de mio arbitràriamente pequeno, e por um circulo 
do raio umtáno, amboe com centro cm x — 0. ' 


DESENVOLVIMENTO PARA VALORES INFINITOS DE * 


9) Resolver 2a? (x - 1) jr" -f- ? (3x + 1) y' - 2y - 0 em série convergente na 
vizinhança de z = *. 


A 


substituição 

1 


t „ d y í? 


dy _ dy 
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transforma a equação dada cm 

*(■-**)§ +a -«2-*-° 

em que z => O, correspondeu te a x = «o, é um ponto singular regular. 
Supondo que a solução é: 

y - A 0 z” 4- A«z«+* 4- A,2®+ 2 4- 4- A,z“+* 4- 

obtemos a condição : 

m (2m - 1) Aoz”*- 1 + j (m + l)(2m + 1) Ai -(2m s + Zm + 2) Ao j z m 4 

4- + j (« 4*)<2m 42*-l)A,- 

- [2 (m + ny *- (Ta + n)+-lj An-, ) z"+*-‘ 4 .... = 0 . 


A fórmula de Tccorrência é A n 


2 (m 4- n) 2 - (m -4- n) 4- I 
(m -f n) (2m 4- *tn - 1) 


A r .-i e a série 


v 


Ao* n (1 4 


2m‘ + 3m + 2 

(w + l)(2m + l) 


2 4- 


2 ro* 4- 3w 4- 2 2w a 4- 7m 4- 7 2 

+ (m 4- 1) {2m + I)'(mf2) ( 2m 4 3) ? + 

tatisfaz a 

2 (,-^ ) g + , 1 - fe )|f-2 , = 7*(2m- 1) Aoí"-‘ . 


Para m = 0, com Ac “ 1, temos: 

pi - 1 4 2z 4 7z 2 /3 4- 112z*/45 4- - 

- 1 +7 + a + á?+ 

para m = i com Ao = 1, temos : 

. j_ 

Pa - {1 4 4*/3 4 22 r*/ 15 4- 484*7315 4- ) 

-I, . . 1 , 22 , 484 , 

(1 + 3x 4 15z* + 315*3 + ># 


A sofução gerai é: 

y-^.+*ta-ao +r + ^+^+ ) + 


4- Bx 2 


1 , _22 484 

3a ^ 15*3 + 315*3 


+ 



A série em 2 converge para 1 1 1 Z 1, isto 6, paro z dentro de um 
círculo de raio 1, dc centro em z — 0. A sórie em x converge para | x J > 1, 
isto 6, pam x fora dc um círculo de raio 1, de centro em x » 0. 
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10) Resolver x*y" + x (1 -*) y' 4- V — 0 em gérie convergente na visinh&nça 
de x = w. 

Fazendo 1 -I /2 como no Problema 9, temos: 

( 1 ) + 

em que 2-0 é um ponto singular regular. Supomos, agora, que a solu- 
ção seja : 

y - Aor“ + + Ã 2 2"+ 2 + + A» *«+» + , 

substituímos em ( 1 ) e obtemos : 
m (m + 2) Aoz n — 1 + í (»* + 1) (*» + 3) A\ - (m- 1) Ao]z m + 


+ I (wi + 2) (m + 4) Aí ~ mA\\ z n+l + + 

+ r( TO +n)(m+n+2)Ã»-(m+a-2)Ã,- l ]2»+*-i + = 0. 


As raízes da equação indicadora são m = 0, -2 e diferem por um 

inteiro. Da fórmula de recorrência 1, * - — r~~rr~~T^- r A*-i vê-se 

(m-fn)(m + n + 2) 

que Aq -kb quando m = -2. Substituímos M por fi© (rrc + 2) e notamos 
que a sério 


8 « Boz m { (m + 2) + 


(« - l)(m + 2) 


(m + 1) (m + 3) 


(m-l)m 


(m - l)m 


(w + lKm-f 3)(m + 4)' (m + 3P(m+4)(m + 5) 


, (m - 1) m (to + 2) . , 

(rn + sy (m + 4)2 (m + 5) (m + 0)^ ^ 


satisfaz à equação 


~ + < 3 “ z) di + * ~ fínm (,n + 2)2 **" 1 - 


Assim, 




2 íts -f- 1 (m — 1) (rn + 2) 

(m + l)(m + 3)- (m + D(m+3) 


2m - 3 


(m - 1) tn 


(m+l)(OT+3)(ro+4) (ni+l)(m+3)(m+4) 


2 »» — 1 


(tn - 1) m 


(^Ti + m+ 3)] 2 + 

(m +1 + TO : t : 3 + w +4 ) ] Z * * 
(m+8 1 m+é^w+s)]^**" 


(wi +3) 2 (m+4)(m+5) (t«+3) 2 (m+4)(TO+5) \m+3 m+4 w+5/ J 

3m 2 + 2m - 2 

(m+3)* (m+é) a (to + 5) (m+€) 

(JL+JL+±-^\]+ + 

(m+3) 2 (m+4) 2 (m+5) (m+6) Vm+3 m+4 ' m+5 w+67J 
} também satisfaz à equação. 
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Com » - -2 o Bo = 1. 

_ a» l =Hl .n, + z-M> + 3, + 4-n* 3 /3 + 2 4 f8 + •>- 

. IhU i+^+»*+ 4 -» ,fc + 1,fc * + 

A sokiçâo geral é: 

,./» t «W + ’ ‘ 

A série wW P-- « TO ' oreS ^ * * °‘ 

PROBLEMAS PROPOSTOS 
Beaolvar em séries m* vizinhanças de x - 0: 

11) 2(*"+**)v'’'(*- to, >»' +í " a 

A k Z?-« * + *c.-*-* - >• “ 1,1 < h 

12) izy" +M-?W-y-°- 

A — T An— 1 

Ah 2(i» + *) 

x I 2 . x — + .*••) + 
jResp-: !,-A(l+ 2^2! + *•■»! 

2 \ 

+ a ■V r í( 1 + ^3 + rFõ + l-S-TÍ* 

' Converge para todos os valores finitos de 

13) 2 x-y" -^ 1 / + = °' 

1 n par ; A» “ 0, n impar. 

A ‘ ' (^Ti-lH 2n + 2,í l> 

» x * x * + 

top... f -^o + 53 + STí3 + *-*- B -^*-“ ( 

+ B V» d +|l + g.4.8.7 + 2TF-3 7 lí + 

Cou verge para *dos os valores feita. *> - 
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14) ai/"+i/' + xy «0. 

I 


An = - 


(« + ») a 


A«-a, n par; A, 




0, a ímpar 


+ 


■) + 


22.42.Ô 2 

+ B [p”2£4s( 1+ t) 2*^6» ( ,+ í + })- ] 

Converge para todo valor finito de z 0. 


15) aV-** + <**+» ¥-0. 

4* ° ~ j ‘ jã Ã.-3 , n par ; A„ = 0, n ímpar. 


Aesp.: y - (A + B lu x) x (1 - ^ +- 


x 6 


22 1 2 * (2 !)2 26 ( 3 1)3 r ^ + 

]• 

Converge para todo valor finito de ;^0. 


16) xj" - 2y f + y = 0. A„ = - 


1 


(m + n - 3) (m -f n) 


A. 


*■*: V-W+Bto,)(-á+g-Í + ...) + 

19ar* 137x* 

+ < + 2 + 4 4 36 576 + 28800 

Converge para todo valor finito de x j* 0. 


17) xy" + 2y' + xy - 0. 

+ + npar: À ' m0 ‘ * ,mpar - 
,-^ ( I-í + ai- > + «(!-- + £- )• 

Converge para iodo valor finito de j^O. 


38) z 2 (i + l )y"+x{x + \)y'-y « 0 . 

Pontos singulares : x- 0,-1. A n = - An - 1 - 

m -f n + 1 

Rosp.: y - A,: (1 - z/3 +- x a /0 - *»/10 + ) + Bx~ l (1 + z). 


Converg.s numa regiSo anul&r limitada por um círculo do raio 
arbitrariamente pequeno e por um nírculo de raio 1 (um), ambos 
com centro em x = 0. 
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19) 2xy" + #'-»”* + 1- Â '“ (m + „) (2 I + 2n~> A ’~‘ 

£esp y = A( 1 +a: + x 2 /6 + 3^/90 + ) + 

+ Byfz(l+x/3 4-^/30 4-^/630 4- ) + 

+ jx*(l+z/15 + z*im + f>/18900 + ) - 1. 

Converge para qualquer valor finito de z. 

Resolver em séries nas vizinhanças de i = ®- 

20) &V' + x*/ + y = 0. ~ (m + n)(2 i + 2 n + l) A, ~' 

Be*.: »-^a-£ + §^r-^S+ > + 

+ S^(l-i- + g^-^+ )• 


Converge para iodo valor finito de x ^ 0. 

21) *V' 4 <z* 4 z)y'-y = 0. An - A.-i 

Resp.: y= ( A + ^ ,n (1 + 7 + 2 z* + ^ + ‘ + 

+ B [Í' + 2z 5 ( 1 + T) + 6?(’ + T + t) + 

Converge para todo valor finito de z y* 0. 



Capítilo XXVII 


EQUAÇÕES DE LEGENDRE, BESSEL E GAUSS 


As três equações diferenciais que serão consideradas aqui 
são resolvidas pelos métodos estudados no Capítulo anterior. As duas 
primeiras têm aplicações importantes na Física. Tòdas as três apre- 
sentam várias propriedades interessantes. 


EQUAÇÃO DE LEGENDRE 

(1 - x*)y" - 2xy' + p(p + l)y - 0. 

Uma solução (lesta equação, em série convergente na vizinhança de z~0, 
ponto ordinário, foi visto no Problema 16, Capítulo XXV. Sob certas condições 
de t, que serão estabelecidas mais tarde, podemos obter a solução convergente 
na vizinhança de r= «. Fazendo x=l/r (ver Capítulo XXVI) a equação trans- 
forma-se em: 

(z*-^)j^ + 2^^+p(p + \)v -0 
para a qoal s - 0 é um ponto singular regular. 

Fazendo : y - Aqs"* + Aiz“ +1 + A a z"+* + -f A,** + " + , 

temos : 

J-«(w-l)+p(p-f 1)} io-’" +l-w(m + l)+p(p + l)} á x *" +1 + 

+ { l~ (** + 1) ( ,R + 2) +p (p + 1)) + n (n + 1) Ao ] z m4 ‘ a + + 

+ |Hm4-n)(« + n-l)+p(p-M)M. + (m + a-2)(w+a-l)A B -2(z«+* + 

-f =0. 


Tomamos Ai = D e A n 


(w-f fl-2)(w + n-l) 

(*i+n)(ffl+n- 1 ) —p íp+l) 


A n - 2 e vemos que 


, . , m(m + 1) „ 

* mA * 1 + (m + l)(m + 2)-p(p+l) 2 + 

, w(«-MK«+2)(m+3) 

+ [(« + 1) (» + 2)- ? {p + D) [(« + 3) (» + 4)-p(p + 1)1 

, *(« + !)(» + 2) (m + 3) (m + 4) ( m + 5) , , 

[(»+l)(*K+-2)-pôH"l)lI(«+3)(n»+4)-í , (P+I)lí( | > l +6)(>n+6)-}>^+l) I ' 
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svtisfaz à equaçfio : 

(«*-^)g+2^| + p(p + I)6- 

= [-m(m-l) f-p(p f D] Ao z m * (m . + p) (- n + p + 1) Aoz". 


Para ai - -p com A 0 “ 1, obtemos 


/ n ... „ ,- P[1 - P(P - 1 ) . a+ P(P-^)(P -• ^2)Q»- 3 ) 

( ) 51 1 2 (2p - l) e t 2-í (2p - 1) (2p - 3) 2 


pfr-l)(p-2)(p-3)(p-4)(p-5) , 
2-4-6 (2p -l)(2p - 3) (2p - 5) * + 

.PH -?Jp-zJl x -2 + yfrri>. fr- 2 >fr- 3 > g -4_ 

' 2(2p-l)* T 2-4(2p -l)(2p-3) 1 

p(p-l)(p-2)(p-3)(p-4)(p - 5) 

2-4-6 (2p - 1) (2p - 3) (2p - 5) 2 + 


Para m » p f 1 com Ao ■ í, obtemos 


( 2 ) 


7 p+ i r , , (P + D(y + 2 ) <p + l)(y + 2 )( p - h3)(p + 4 ) 
** 1 ^ 2 ( 2p + 3 ) ^ 2 - 4 ( 2p + 3 )( 2pf 5 ) 


(p -4- 1) (p 4- 2) (p -t- 3) (? f- 4) (p + 5) (p -f- 6) 8 
2 4 6<2p + 3)(2p +6)(2p + 7) 2 + 




fp-f l)(p + 2) (p 4- 1) (p 4- 2) (p -f 3) (p -M) 
2(2p + 3) ^ 2-4(2p + 3)(2p + 5) 


(pf- l)(p+2)(p-f 3)(pf 4)(pf-5)(pf-6) 

2-4-6(2p f 3)(2p f- 5)(2p f- 7) ' * * 


Então : y — Ay i f- fiyn 

e a solução geral, convergente para \x\ > 1, desde que 
p* 1/2, 3/2, 5/2, ou p 7* -3/2, -5/2, 


Suponhamos que seja um inteiro positivo, incluindo 0, e consideremos a 

eoluçfio j/i , que é um polinómio, como u p (z). Fazendo p = 0, 1, 2, 3, era 

( 1 ), temos 


to (z) = 1, t/i (r) = z, *2 (z) = z 2 - 1/3, u 3 (z) ~ z 3 ~ 3z/5, 

» 


t*(z) - 


tH 

E H) n 


fc(fc-i)-- 
2“n! (2fc- 1) 


£±11.*-^ 
(2* - 2n f- 1 ) 



i 


onde [y*] indica o maior inteiro g yA; (i. e., [yfc] = 3 se k = 7, 


[t*] “4 se fc-8). 
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Os polinómios definidos por 

(W .. _ 1- 3-5 ••• (2y- l) 

pí 


(3) P, (*) - « - «,W, P - 0, 1, 2, 


são chamados polinómios de Legeadre. Os primeiros dfiles são: 


KW 


wo (X) = 1, 


Ul (x) - x. 


i-3 , . 

± X 2-± 
’2 X 2 

1-3-5 

a Ía. 

31 U3{X) 



jj , . 1 3 5 7 , . 5 7 . 3-5 , , 1-3 

p,w “-4i— W T3* 

q , . 1-3 5 7 9 . . 7-9 . _5 7 . , 3 5 

p>(z) - — ff— «.« * ÍTÍ**- 2 ^* 8 + ÍT4*’ 




13 11 

6! 


u, (*) - 


7-9 11 
2-4-6 


-3 


5-7-9 

2-4-6 


z* + 3 


3-5-7 . 1-3-5 


2 _ 


2-4-6 2-4-6 


n/x 13 -13 /x 9 11-13, ,,7-9-n , , ,57-9 , 3 5 7 

P:(z) = Ti t*r (») = ■ — - " * 7 - 3 — — + 3 ;r~rr x* - tt-t-t: x. etc. 


71 


2-4-G 


2-4-0 


2-4-6 2-4-6 


Está claro, de (3), que P p (x) é uma solução particular de Legeudre ; 
(1 - a 3 ) y" - 2xy' + p (p -f 1) = O. (Ver Problemas 1-6). 


EQUAÇÃO D.E BESSEL 

z 2 v" + xy' -f (x 2 - k*)y - 0. 

É evidente que x = 0 é um ponto singular regular. Para obter a solução 
em série, convergente, na vizinhança ric x = 0 , substituímos 

V = Ao*"* + Aix OT+l + Aar"*+ a + + A«*»+* + 

e obtemos 

(m 2 - fc 2 ) Ao*" + { (m + 1}« - fc a } A,r «"+» + [ I(m +2) 2 -fc 2 ] A? -4- Ao} 4- 

+ + { I(ffi + n) 2 - fc 3 ! A h + Ab -2 ] x*** + =» 0. 

Tomamos At - 0 e A, = — — \z — rr A n -z e vemos que 

(m + n) 2 - lc 2 

y - Aor- { 1 - (m + 2 ), _ k , # + 1(m + 2)I - + l)2 _ fcJ y * - 

— -3-6 + t 

[(m-t-2) 3 -A‘']|( W + 4r-fc 3 l[(r«d-6) 3 -A 3 ] X T > 

satisfaz à equação 

* 2 y 1 ' + xff + <** - A :>)y - (h, 2 - Tc 2 ) Ao* m . 
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Para m ~ k com Ao = 1, temos : 

Vl = x í 1 “4 (fc-H) 12 4^*2! (k + 1) (k 2) ** "~ 

" 4* : 3!<fc+l) (& + 2) (fc -+- 3) + ! 

e para m = - fc com Ao ■= 1, temos : 

1/2 * * ^ 1 _ 4(l-fc) 3:2 + 4 a - 2 ! (1 — fc) (2 — k) ** ~ 

” 4ã“*3 T (1 - *) (2- Ar) (3-/e) I<5 + t ' 

Note que y 2 = vi se k => 0, yi não tem significado se fe ffir um inteiro 
negativo e y a não tem significado se k fôr um inteiro positivo. Exceto nestes 
casos, a solução geral da equação de Besael é y ~ Ayi + By 2 , convergente 
para z^O. 

As funções de Besael, de primeira espócie, são definidas por: 

Jt (I) = 2T*T *• - (f )* {st - ITífcWi (f) 5 + 


+ 2J(* +2)! ( 2 ) 3!(fe +3) ! ( 2 ) + 

- (-1)* /*(*), onde fcéum inteiro positivo, incluindo 0. 

As funções 



são as mais freqüen temente empregados. 

(Ver Problemas 7-10). 


EQUAÇÃO DE GAUSS 

(x - x^y” + [y - (a + 0 + l)zj y' ~ a0y = 0. 

Para obter a solução em série convergente, na vizinhança de x — 0. subs- 
tituímos 

y - Anx m + Aiz*+i + A a z"+2 + + A m x»+» + .’ 

e obtemos 

rn (m + y - 1) Anx*-» + j (m -f 1) (m + y) A t ~ [m (*n 4- « + fi) 4- «*/9j Ao J x m + 

i + {(w» + ») (m + » + y - 1) A» - 

-I(m + n-l)(m + n + a +/S-I)+<*0] A,-,} + - o. 
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Tomamos An 


(m4-n-l)(w-t-n+g4-fl-1)+ftS 
(tf* -4- n) («n 4- n + y - 1) 


A»_i e vemos que 


y - A 0 x" 11 + 


m (m 4- o -4- 3) 4- aB , 
(tf* + !((« + y) 


, m (m 4- a 4- 0) + *0 (m-H)(m4-«4-fl + l)+otfl , . 
+ (m + l)(m -f y) ' (m 4- 2) (v* -f- y + 1) 


w(m+a-f/3)+gg (m +I)(m+a+fl+lH -«g (m+2) (ffi+tt+g+2)+ag f3 + 
+ (m + l)(m4-y) (tn + 2) (jre + y + 1} (m + 3)(m+y + 2) 

+ 1 


satisfaz à equação 

(z-x*)*" + [7-(a + 0 + l)*]0 , -«0# - m(TO +y-l)A 0 z"- 1 . 


Para wi = 0, com Ao — 1, obtemos : 
ly l-2-y(y + l) 


. g(a + l)(q + 2)0<0-H)(0 4-2) . , 

• 1.2-3-7<Y + I)(y+2) 


para m = 1 - y. y j* 1, com Ao =* 1, obtemos : 

+ fczz±|^z ± i> x + 

. («-7 + U(«-y-4 2 )( 0 -y + I)(3-y + 2) 

+ 1 • 2 (2 — y) (3 — y) 

(a,-7 + 1)( tt -y+2)(«-y+3)(g-7+l)(g~Y-f2)(g-7+3) rai . 
+ 1 • 2- 3 (2 — y) (3 — y) (4 — y) 


A série yi, conhecida como série hiper geométrica, 6 convergente para 
| z | < 1 e é representada por 

y* - F(«, 0, r. *)• 

Note que íí-i^Fta-y + l, 0-7 + 1» 2 - y, z) 
é do merano tipo. Então, se y não é inteiro (incluindo 0), a solução geral é 
y *• A ji + Ityz “ AF (*, 0, 7 .. x) + Bz 1- * F (a - y + 1, 0- y + 1, 2- y, z). 

Há numeroeoB casos especiais, dependendo dos valores de a, 0 c y. Alguna 
dêles serio tratados nos Problemas Resolvidos. 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 


equacAo de legendre 


d 9 


I) Verificar que 2 9 p\P p (x) = ^(a^-l) p . (Fórmula de Rodrigues) 
Pelo teorema do binômio : (x 7 - l) 7 - ^ (-1)" ^ ‘ 


n-0 


n ! (p - n ) ! 


**»-*•. 


Entào : 
d* 


dx* 


H ,« 

(x’-i)’= £ (-D” 

«=0 


n ! (p - n) I 


(2p - 2n) (2p - 2n - 1) 


(p-2n + 


-H 




n -0 


n n I n (y-2»)(P-2n-i)---l P! , r _^ 

(p-2n)(p-2n-l) • •• 1 nl(p-n)! 


À expressão do denominador 2 p (2 p 1) - - (2p - 2ra + 1) — 2 a [p (p - 1) 

• •(p-n+l)][(2p-l)(2i>-3) • *(2p“2n-f-I)J multiplicada por (y-n)I dá: 
2" p! [(2p~l) (2p-3) — (2p - 2n ri- 1)1. Assim: 


JL 

dx> 


IM 

ix*-\y= £ <-!)■ 


Í2p)!p! 


n = 0 


2*p! [(2p-l)(2p-3) • - .(2p-2n+l)](p-2a)!n! 


jy - 2 o _ 


[?»] 


_ y JM1 . Kp-Q-fr-fc + i) r ^. 

1 11 2" n ! p ! (2p - 1) <2p - 3) ••• (2p — 2 -i + l ) 1 


- ( -Ml u ,(x) - 2'. P ! 2>„<*). 


P! 


1H 


-2nH 


r*- 2B . 


2) Mostrar q„e P,tó - £ Hl- ^ ^ !(p _ 2n) , 

(Do Problema 1, acima.) 

rf , [* p l 

a? <l2 - ,ir - £ w)- « — 


*=o 


.-(p-2n + I)r*’- 2n 
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IU 

£ (-D" <?P - 2») (2j> -2r> -!)•••• 


*-o 




. y m). 

n to nHp-n)Up- 2-t)! Z 


Assim 
P 


[f 


_ -L. . ü fea _ ii» . v í-D" I2p - M! 

’ W 2'y! rfi» 1 * o 4t, 2 P n 1 (o -nl ! (p ~2n) ! 


•e-a* 




3) Calcular / P r (r) P, (*) dz. 

A fórmula de Rodrigues (Problema 1) dá : 


£ p '*> p ‘<» é ‘-fém£ê 


d* 


*r i# «* -V*- 


Façamos: u = (r 2 - 1)' c ^ 4~. C * 2 “ 1)* <&• 

ar dx* 

Kntão • du « (a: 2 - 1)^ -ir, t = (*2 _ l)» 

£ -1 -|x-I /**=» 

udü“j«> - § odu — 

-i J*— i y* — i 

d r d* -1 l 1 

/ ** d'+‘ d*~ l 

, <**-«**. 

1 1 

Agora : (x 2 - 1)*J * o, para j = 1,2, • j-I ; assim, depois 


dc uma integração por partes, temos : 
(x) dx « - 


£ PrtoP.I 


&+• 


i r‘ dr+. 
r ! s ! J , dx'+‘ 




Uma segunda integração por partes dá : 
(x)dx 


£ F - « p - « * - F~rm £w^~' y -^^~ 1)1 * 


o, depois dc a integrações por p&rtsa, temos : 
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A> f-l F ’ <X> P ‘ {X) * " 2nl Z . 1 jT (*• - V • 


t?r+4 


(* 2 - l)r 


temos : 


Suponhamos « > r. Cu um» (e 8 - l) r * x 2r -rz 2i ~* +■ + (-]/, 

JrM f 1 

■^+5 (* 9 " l) r * 0 e I F, (z) F,(x)tir - 0. Como r o « apare- 


cem siniètrlcaineute, esta relação é verdadeira, também, para r > s. Assim, 
a relaç&o <5 verdadeira para r 9 * s. 

Suponhamos s =* r. A) transforma-se em : 

B) £ i* (ri * - ^ £&-*.£. «*■ - v *. 

^ • * r l n 

Agora : - l) f - (2r) ! . Assim : (1) dx = 


(2r)! 


2r+l r l 


2 


“ * T~3 (2^ ( 1) “ 27+1 ’ empregando a substituição x - cos tf 


e a Fórmula de Wallis 


/ 


son **+» 9 d0 - 


2" ní 


1-3* • •(2a + l) ’ 


4) Exprimir j(x)~ x A +2z 3 +2r 2 -x - 3 em tôrmos de polinómios de Legendre. 


/(ri - (^P«(ri + J í» - g~) + + 2i» - * - 3 


8 O / ^ I O *1 . 20 * 108 

o-ft (í) + W +Tl .^-. 


Agora : s 3 =• ^ Pa (x) + x e 
5 5 


' « - 1 * w + t w + y *• + t 1 - w ; 


ia “4 p *w+l • 


í « - B » + T fo) + Ê p ‘ W + 4 1 - is* 
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i_ 

5) Mostrar que (1 ~2xl + í 2 ) a « Po (z) + Pi (x)l + Pa (z)* 9 + 

+ +P*fr>l* + 

Tomos: (1-2*/ + pj~? -[l-<2 !rf -/*)]” - 1 + j (2xl- <*) + 

+ — (W - W + - • + X y^ : (j^ gr <** ‘ **>*“* + 

’ + + 1 + • 

Porém : (2r/ - /*)* = (2r) * í* - , 

(2ri - /*)*"* - (2*)*-* /*-* - (fc - 1) (2z) fc ~* <* + , 

(2 rí - * 2 )*- 2 - (2x)*- 2 í*- 2 - (fc - 2) (2Z)*- 3 í*" 1 + 

+ (*-y- > , etc. 

Assim: (1-2 xí + í 2 )‘ T -l+ií + (| t 5 -|^+ + 

t [- 3 ¥ ^- 1 ^ 1 - 'it; + 

+ + ], + - 

-! + - + (**-*),+ + idL^S [r .- 

fe <fc ~ D - ^ ■ * < fe - *> < fe “ ?> < fc Z 3 ? g ^4 + ....],* 4 - ... . 
2(2fc-l) 2-4(2fc-l)(2fc-3) 

-P 0 (*) + P,(*)í + iM*)< 2 -K + P*(*)i‘ + 


6) Mostrar que P v (1) — 1, p = 0, 1, 2, 3, 

* Fazendo x — 1 na identidade eetabelecida no Problema 5, t*moe : 

(1-2Í+Í 3 )" ^ = Cl ~ í)— * * 1+í +«* + + «* + 58 

- P o (l) + Pi<l)f + P*(l)0 + +P,(l)f*+--. 

Logo, Po(l) = Pi 0) = - P»(l) “ =1- 
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EQUAÇÃO DE BESSEL 
7) Provar que ^/ 0 (x) * -Ji(x). 

* w \è w w(*r- 

MiY+- ■ + 

+ <^,i^w(fr + 

e 

s •'«w-- (f) + ini(f) , '2r3i(f) s + + 

+ '- 1 >' +, ^ i nTr(ir' + 

" “ [f ' íTü (f ) + + 

]■ 

Alais rpsumidflmpnte : 

í * » = ,4 1 <->r ^ (*)" - £ 11 +■ S '■!)" ( 4f (í r > 

-^-.s^KOTÍín- 

= \? 0 ( - i) *íü^(fr , =-^w- 

8) Provar que a) ^ r* • J* (r) «= x* Jt-i (x), 

b) £ í ’* ' Jt (x> = “ x "* Í*>. 

onde A: é um inteiro positivo. 



EQUAÇÕES DE LECENDRE, BESSEL E GAUSS 


305 


CO 


a) —x k J k (x) 
ax 


x r t-v 


" 2^-n! (* + »)! 


’.k+ 2 n 


f)(-l r ^.3 k f.? n . : ;»»*+»— - 


n -0 


2 *+*«n!(/c + n)! 


o> | 

Z í-ll» i *24+28-1 

} 2*^i„|(fc +n -i)! 

n = O 


- *% <-»’ ífcST^Ul 00**’" - ** ** » 


b> *■/»(*) ^ ê o ( i )“ atM ,„ !(i+n)! 


X 2 » = 


dxL2*fc! 

00 

- 2 (~iy 


a-0 

00 


2*ta»+a (^ + 1) 


t)!(fc+n + l)l* S,+l ] 


1 

_ V 4 /_|»a i r 2i»+t 

n= 0 2*+ 2 *+»n!(*+n + 1)r 


*+**+! 


- - 0T* /*+-! (x). 


9) Provar que 

a ) 7«-,(x)- A+, W-2|j,W, 6) W +/*♦.(*)- 7 At*). 

oude & é uru inteiro positivo. 

Do Problema 8, 

A) £ z*. J t (x) - x* £ J k (r) + fcr*- 1 J t (*) = ** /«-» (*) c 

fí) £ x ~ k • <*> “ 2-4 £ j * <*> - ***-» ^ w - " (*>• 


(D 


( 2 ) 


De A) 


Do D): 


£ Jt (x) 4- £ Jk(x) - Jt - 1 (x). 


£ Jt (*) - “ */*(x) = “ (x). 


Somando (1) e (2), tomos a) ; subtraindo (2) de (1), temos b). 
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Note que quando b) é subtraído de o), temos: 

2 5^ (*) - ^7 Jk (x) = - 2 /fc+i (*> ou ~ /* (a;) = ~z Jk (*) - «/*+i (s). 


íir 


Note também que £») é uma fórmula de recorrência para as funções 
de Bessel. 


10) Mostrar que 


“ *fo (*) 4 1 (*) 4 + í* Jt (j) 4 d- 


+ £ + i J- K fr) + 


«H- 


- E ».«■ 


4--' 

e 1 = e* ■ e 


m + £í + ££ + *?£ + . . . . , Ílí? 

i t 2 t 2 2 2! t 2-'3! t ^2»ní 


Ill-f + 


4- 




a* 


4 


+ (-!)• s^-= + 


2*2 !l 2 2 3 3! í 3 ' ' 2*w!í* 

Neste produto, os têrmos independentes de t sáo : 




4- •••• 4 


o coeficiente de í* é 
x* s*+i T 


4 (-D* 


;Í+2 


— ( X J\ 2n 

w w 


(nl) 2 

* 2 


4 


Jo(z) 




*» 


2*fc! 2*+i (fc 4- 1) 1 ' 2 + 2*+2 (fc 4 . 2 ) ! ’ ¥ 2 ! ‘ 2 *+* (/ c + 3) j * 2 * 3! + 

- -èCfr-njfeiftr+mUd) 


t+4 


3 ! (k+S ) ! ( 2 ) 


*+e 


1 / x \ *+2n 

■S ( ’ 1} * íi!(fc+n)! ( 2") = Jk (iC) ' 


c o coeficiente dc 6 


*ia 


, n *r •s* 4 '* *. 

1 7 L2*fc! 2* ‘ 1 (fc -f- I) ! ’ 2 2 A + 2 (/c -f 2)1 ’ 2* 2! 

- ■ Á +•■■•] - <-»* Ki (t) * - to (i) ,+! + 

1 /i\»+* 1 / T \*+e 1 

+ 2 !(fc 42 )f (t) ” 3T(/b 4-3)1 ( 27 4- - - • J - (-1)* Jk (x) - J - * (x). 
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EQUAÇÃO DE GAUSS 


11) Resolver, em sério, (x - x 2 )v" (y - 2x^ y' - V “ 0- 

Temos: «4-34-1=2, 7 = 3/2, <*3 = 1/4; então: <* = 3=1/2 e 7*3/2. 


yx -E(a,3,T,x) = (y> y. y’ x) = 1 + f +IT + ÍB + 


ya — x 1_v E (a - 7 + 1, 3 — 7 + 1, 2- T , *) - * * F<0,0, *) - 1 !^~x 
e a solução geral 6: y - A F ^y » y » y » x^j 4- R/V*- 


32) Resolver, em série, (x - x 2 ) j/" 4- 4 (1 -x) 1 / - 2y =0. 

Temos : <* -f 3 + 1 ™ 4, 7 = 4, <*3 = 2; então a = 1, 3 = 2, 7 -M 
ou a — 2, 3 ™ 1, 7 = 4. Daí: 

Vi = P (1, 2, 4, x) = F(2, 1, 4, x) - 

= 1+ ü + 3xf xf xí 3xf 

J+ 2^10 r 5 r 7 r 28^ 


Como y — 4, o quarto têrmo de j/j tem o denominador nulo. Entre- 
tanto, um dos vak»rw <* - 7 + 2 ou 3 ~ 7 + 2, no terceiro tòrmo 6 nulo, 
de modo que : 

Vt = 1- 3 F (-2, -1, -2, x) - x~ 3 F (-1, -2, -2, z) = jT» (1 - x) 


c a soluçôo geral é: 


V - A F (1, 2, 4, x) + B 


13) Mostrar qae a) F (a, 9, fi, x) = (1 -x) - *, b) xF (1, 1, 2, -x) - ln (1 + x). 
a) F(., 3, 3, *) - l + — * + + + 

-!+ar + x» 4- - ^± Sjfe - t -S x3 + ••••••• - 




6) a F(l, 1, 2, -*) * X [1 + y~ (-®) + J (-1)* 4- 

, 1-2 3 1-2-3. , 

4 (-x) 3 4- 

1-2-3 2-3-r ' 


í(1 -± x ±±x*-~x* + ) = 1 q«+*>- 

í o ‘x 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 


14) Calcular 

o) P 4 (2) - 55,3750, 

b) Jo (1) - 0,7652, 


c) Jj (1) - 0,4461, 

d) F(\, I, 10,-1) - 0,0147. 


15) Verificar as seguiutes igualdades pelo desenvolvimento em série de F p (x). 
«) (** - 1) P' v (x) - (p + 1) (P 0+1 (x) - *P„(x)] = T [xP, (x) - p rl (*)J. 

4) Pj + , ft) = xP' r lx) + (p + 1) P„ (x). 

r) (2p + 1) P„(x) - p; + , (x) - P^, (x) = J \<p + 1) P p+1 (x) +p/yi Wl- 


16) Se P 4 (2) = a e P 7 ( 2) = 6, mostrar que: 

*> (2) - <« - a«), *> P g (2) - 1 (30t* - 7a), 

b) P' 7 (2) - 1. (25 - a), d) Pg (2) - (526 - 14a). 

17) Se Jq( 2) = a e Ji (2) - 6, mostrar que: 

a) J 2 (2) « 6 - a, 6) Ji (2) = a - A 6, c) /,(2) = a. 

18) Mostrar que a troca da v&riávcl independente x 2 = i redus a equação do 
Legendr* à equaçáo de Causs. 


10) 0 ) Mostrar que a troca da variável dependente y = z transforma 
y" 4- y = 0 nuena equação de Bcsscl. 

b) Pondo a soluçSo da equação de Bcsscl na forma : y - Cji^ (x) + 
+ C 3 : y* J, , (ar) mostrar que J., (z) e J ,, ( 1 ) podem scr definido» 


* X/<t — « - e bx~% 


por ax ' sen x 


c 

coa x, respectivamente. 


t) Mostrar que se as relações do Problema 8 forem verdadeiras para 
- k = ± y » tem-se a = 6. 


Nota. Estas funções sáo definidas com a = V 21* . 



EQUAÇÕES de legendre, bessel e gauss 


309 


20) Fazendo y — z e, em seguida, x = (3f/2) Z/3 mostrar que y" 4- zy 
6 um caso especial da equaoío do Boescl e reaolvò-la. 


0 


Sugestão: z" + tó' + ( t 2 - 1/9) z = 0. 

t 3 r° x* 

Rexp - ; V = l 1 " 2**~3 + 2 ! ' 2* 3* 7 ” 3 ! 2 2 3 3 7 -10 + 

r 3 *8 x» 

+ B ” 3~2 + 21 3* 2 5 ' 3! 3* 2 5 8 + 


•1 + 



21) Resolver (r 2 -3*+2)y" + Axy’ + 2» * 0 depois de reduzir A equação de 
Gauss por uma substituição da forma x — Çs + tj. 

Sugestão: y = AF( 1, 2, -4, z-l) + B (x - 1)* F (6, 7, 6, x-l) não 6 uraa 
solução geral porque o sexto têrmo de E(l, 2, — 4, x-l) torna-se 
infinito. 

Resp. : y = AF (l, 2, 8, 2-z) +B(2-zr 7 F (-€, -5, -6, 2-x) 


22) Exprimir as funções abaixo como funções de Gauss: 

a) — F (1, 0, 0, x) e) arctgx = xF(\, y» -|» -x 2 > 

b ) orcsohz — y’ y* d) e* — lim E («, 1, 1, x/a) 

*’ seni 

0 — 0 . 



Capítulo XXVIII 

EQUAÇÕES DIFERENCIAI S PARCIAIS 


Equações diferenciais parciais sâo aquelas que encerram uma 
ou mais derivadas parciais. Devem envolver, portanto, ao menos 
duas variáveis independentes. A ordem de uma equação diferencial 
parcial é a da derivada de mais alta ordem que nela figura. Por 
exemplo, considerando z como variável dependente e z, y como 
variáveis independentes ; 


(D 




é de primeira ordem e 

( 2 ) 


s+* 


d 2 z d*z 
dx dy + dy* 


= z 


= 0 


ou 


ou 


(1') xp -f yq = z 

(20 r + U -f t = 0 


é de segunda ordem. Ao escrever (10 e (20, usou-se a notação: 
dz dz ^ d 2 * a 2 2 

P dx’ q dy ’(J dy** ^ ~ dx dy’ 

As equações diferenciais parciais podem aparecer como resul- 
tado da eliminação de couBtantcs arbitrárias dc uma dada relação 
entre as variáveis ou pela eliminação de funções arbitrárias das 
variáveis. Aparecem, também, em conexão com problemas rela- 
cionados com a Física e a Geometria. 


Eliminação dc constantes arbitrárias. Consideremos z como 
uma função de duas variáveis independentes x e y definida por : 

(3) 9 (x, y, z, a, b) = O, 

onde a c b são duas constantes arbitrárias. Derivando (3) parcial- 
mente em relação a x e y, temos : 


(4) 

dO . dff 

dz 

dg 

.a? 
+ P Jz~ 

dz dz 

dx 

dz 

€ 

(5) 

dg . dg 

dz 

dg 

dg 

= a — — 

dy dz 

~ày - 

dy 

1 dz 
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Em geral, as constantes arbitrárias podem ser eliminadas de (3), 
(4), (5) dando uma equação diferencial parcial de primeira ordem : 

(6) J(x, y, 2 , v, í) = o. 

Exemplo 1. Eliminar as constantes arbitrárias a e b de z^ax^+by^+ab. 
Derivando parcialmcnte cm relação a x o y, temos : 

dz « àz 

— - — p — 2ax e •— = q = zoy. 

• ôx dy 

Tirando a e 6 destaa equações e substituindo na relação dada, temoo : 

*- + ou pg+ W»+ *OTf* = 4^2, 

uma equação diferenciai parcial de primeira oniem. 


Se 2 fâr uma função de x e y, definida por uma relação envol- 
vendo apenas uma constante arbitrária, normalmente é possível 
obter duos equações diferenciais parciais distintas de, primeira ordem, 
como resultado da eliminação da constante. 


Exemplo 2. Eliminar a de z = a (x + y). 

Derivando em relação a r dá p = a, de modo que aparece a equação 
diferencial parcial z = p (x y). Anàlogamente, derivando em relação a y 
tem-se ps e & equação z = q (x -f y). 

Se o número de constantes arbitrárias a se eliminar exceder o 
número de variáveis independentes, a equação diferencial parcial 
(ou equações) 6, gcralmcntc, dc ordem acima da primeira. 


Exkmpio 3. Eliminar a, b, c de 2 = ax + by + ccy. 

Derivando parcialmente em relação a x e y, temos : 

(I) p = a -+- cy e (II) q = b + cx. 

Estas relações, juntamente com a que foi dada, nflo são suficientes para a elimi- 
nação dus três constantes. Derivando (I) parcialraente em relação a x, temos : 


d d 3 2 


dz* 


r-0, 


equação diferencial parcial de segunda ordem. Derivando (II) parcialmente em 
relac 


LÇão a y, tcm<*> : 


0 ^ ^ 

q — -^75 - l - 0 , de segunda ordom. 


ay a dy 2 


Derivando (.1) parcialmente em relação a y ou (II) era relação a x, temos : 




&z 


= c. 


dx dy 

De (I) : p a» a + sp e a = p — sy ; de (II) : b ~ q - $x. 
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Substituindo n, b , c na rciaçáo dada, tomo6 : 

z- (p - sy) x + (ç - 52) y + sxy = px + qy - sxy, 
de segunda ordem. 

Temos, entáo, três equações diferenciais parciais : r-0, í = 0. z—pz+qy —sxy 
da mesma ordem (mínima) associadas com a reJaçáo dada. 

(Ver também Problemas 1-4)* 

Eliminação de funções arbitrárias. Sejam u = u(x, y, z) 
e o = v(x, y, z ) funções independentes das variáveis x, y, z, e seja 

( 7 ) <t>(u,v) = 0 

uma relação arbitrária entre elas. Considerando z como variável 
dependente e derivando parcialmente em relação a x e y, temos : 

m d * ( du 4_ « du a. d<t> ( 00 _i_ ^ ^ ^ n 

(8) + *TVãF + p l ^ =0 

c 

fCk\ d<t> ( du du\ d <t> ( dv dv\ 

(9) ^r^ + í W + -^W + 9 irj = 0 - 


Eliminando 


d 4 > 

du 


e 


— de (8) e (9), temos : 


du du dv dv 

Tx + p Tz ãi + p Jz 

du du dv dv 

êy+tJz ãy + q Jz 


( du du\ ( dv dv\ ( du du\ ( dv , dv\ 

Tx + p li) W + 9 T.) ~ + ? ií) (te + p Tz) 

— _L (du dv du dy\ / du dv du dv\ _ 

dy dx ^\dz dy dy dz) ^ \da: òz dz dx } 


dn dv 
dx dy 


Faaendo : 


\P = 


temos a forma 


du dv du dv - _ du dv du dv 
dy dz dz dy ’ dz dx dx dz ' 


dM dü du dv 
dx dy dy dx 


Pp + Qq= R, 


equação diferencial parcial em j> e q e livre da função arbitrária 
<*(«, v). 
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Exemplo 4. Achar a equação diferencial resultante de ^(s/x 3 , p/x) “ 0, 
onde 4 > ê oma função arbitrária dos argumentos. 

Escrevamos a relação funcional na forma 4> (v, c)—0 cora u=z/x i e v^y/x 
Derivando parcialmente em relação a x e y, temos; 

m-%) m +?&)-*■ 


A eliminação de — e — dá : 

&u dv 


pjx? — 3 z/x* —y/x 7 
qfx* ljx 


— p/x 4 - 32 /x* 4- ív/x* — ou pz 4- qy — 3z. 


A relação funcional arbitrária pode ser dada, também, por — — / ^ ^ ) 0,1 
e — x 3 / , ondo f 6 uma função arbitrária dc acus argumentos. Com r — y/x 

e derivando z = x 3 / (t>) cm relação a x c y, temos : 


p - 3*V« +** ■£ _ 3»>/W + *» ,i! 




Eliminando /' (r) destas relações, temos: 

px + çy - 3x*/ (d) « 3z 


como anteriorxnente. 


(Ver também Problemas 5-8). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Eliminar a e b de z = (r 2 + a) (y 3 ’ 4- b). 

Derivando parcial mente om relação a x c y, p=2z(y 2 -fy) o q = 2y (x 3 -f-a). 

Entóo : y 2 + 6 - x 2 + a - ^ e z - (x* 4- a( (y 2 4- 6) - (^)(£) 
ou pç = 4xyz. , 

Poderíamos também eliminar a e b como ae segue: 

pq - 4ry (y 2 4- 6) (x 3 4- a) = Axyz. 

2) Achar a equação diferencial da família de ésferas de raio 5 com os centros 

no plano x = y. 
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A equação da família de esferas é: 

(1) (x - a) 2 + (y - a) 2 + (*- b) 2 - 25, 

a e b aendo constantes arbitrárias. Derivando parcialmente em relação a 
x e y e, dividindo por 2, temos: 

{x - a) +• (z - b) p = 0 e (y - a) + (z - 6) g — 0. 

Seja : z - b = - m ; entfio x-a = j>m e y- a = qm. Fazendo aa 
substituições em ( 1 ), temos: 

m* (V J + 7 a + 1) » 25. 

Agora, 2 - 1 / = (p - <?) m. Então : 

tn 2 (p 2 + 9 J +l)=|^(? a + ?’ + « = 25 

e a equação diferencial pedida d : (x - fl) 2 (p 2 + g 3 4- 1) = 25 (p - q) 2 . 


3) Mostrar que a equação diferencial parcial obtida pela eliminação das cons- 
tantes arbitrárias a,c de z = ax + h (o) y + c, onde h (o) é uma função 
arbitrária de o, é independente das variáveis x, y, z. 

Derivando z * ax ■+ h (o) y + c parcialmeuto em relação a x e y, 
tem-se p — a e q — A (a). A equação diferencial roeultante da eliminação 
de a 6 q — h (p) ou j (p, q) — 0, ondo / 6 uma íunçao arbitrária de seus 
argumentos. Esta equação contém p e q porém não encerra nenhuma das 
variáveis. 


4) Mostrar que a equação diferencial parcial obtida pela eliminação das cons- 
tantes arbitrárias a e b de 

z « az 4- by +}(a, b), 

equação de Clairaut desenvolvida, é : 

* - px + qy + J (p, q). 

Derivando z — ax + by d~j(a,b) cm relação axeydá p = ae 
q = b e a equação diferencial pedida é imediata. 

5) Achar a equação diferencia! de 4>(x -\-y + z, x 2 + y 2 - z 2 ) = 0. 

Sejam : u — x +- y + c, t - x 2 + y 2 -- z 2 1 àc modo que a relação dada 
eeja : ( v , v) = 0. 

Derivando em relação a x e y, temos : 

^(l+p)+^( 2 x- 2 JJ )) = ° c 3 *a+«) + ~ttV-2«9) = 0. 

d<i> 

Eliminando — e — » temos: 
dii dv 

= 2 (*/ - x) + 2p (y 4- 2 ) - 2q (z + x) = 0 ou 

(y + *)p - C® + 1 ) q = x - y. 


1 +p 2r - 2zp 
1 + 5 2y-2zç 
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6) Eliminar a função arbitrária 4> (r + y) de z ■■ ^ (x +• y). 

Seja z + y = u de modo que a relação dada Beja : z — $ («)• 

Derivando em relação a x e y, temos : p = ~ = <t>' (u) e q = 9' (u). 
Então: p =» q è a equação diferencial resultante. 

7) A equaç&o de um coce qualquer com vértice em P 0 [xo, yo , zo) é da forma 

+ (£=fi r Xzlfe\_a 

\z-zo Z- Z*J 

Achar a equação diferencial. 

Sejam ^ _ ^ — u, — d de modo que a relação dada ao eecreva 

$ (a, t) = 0. 

Derivando om relação a z o y, temos : 

( _L _ ^ p jLz*L\ I **( r v-y* \ _ 0 

<hi\z-zo V (2- ztf) ds> \ V (z - zo] 2 ) 

*(- q . x - z o - y-v» \ _ 0 

9u\ "(z- T c?Ar- í c ? (* - «tf) U> 

jVi n» 

Eliminando — e — , temos: p(z-z<>) + ?(y-yo) - 2 - 20 . 


8) Eliminar as funções arbitrárias /(z) e g (y) de z - yf(x) + xg (y). 

• Derivando parcialmente cm relação a x e y, tomou : 

(D P = vf (r) + 0 (v) e (2) 5 = / (x) + xç/ (y). 

Como não é possível eliminar j, g, g' 'destas relações e da relaçáo 
dada, passamos às derivadas parciais de segunda ordem: 

<3) T “ vi" (*), 3 - (4 + y' (v), i - sy" (y). 

De (1) e (2) temos : /'(z) = “-[p-y(y)J e / (y) - ^-(ç-./(z)]. Assim: 

*-/’<*> + /(*) - * (p s(v)l (-■* [? /(*>). 

Então: 

zy» = x ip - y (y)l + y [q -/ (z)l = px + qy- [yj (x) -f xg (y)J = pz •+ qy - z 
á a equação diferencial parcial resultante. 

Note que a equação diferencial 6 de segunda ordem, sendo de n* esperar, 
porém, normalmente, ordem mais elevada. Entretanto, como uma das relações 
(3) encerra sôroente derivadas primeiras, de j e g, é possível eliminar j, g, 
g' entre esta relação e as relações (IJ 0 (2) e a dada inicialmeute. 
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9) Achar a equação diferencial das superfícies que cortam, ortogonalmente, a 
família de cones x 2 4 j/ a - a 2 z a = 0. 

Seja z — j(z,y) a equação procurada. Em um ponto P (x, y, z) da 
superfície, os parâmetros diretores da normal à superfície são [p, q, -1J. 
Anàlogamcnte, em P, os parâmetros diretores da normal ao cone que passa 
por P é [x, y, -a 2 z]. Como estas direções são ortogonais : 

pz + fflf 4- a 2 z - 0. 


A eliminação do a 2 entre este e a equuçío dada resulta na equação dife- 
rencial procurada: 

zipe 4 qy) 4 x a 4 t/ 2 = 0. 


10) Uma superfície que Reja a envolWSria de uma família de planos, a um parâ- 
metro, 6 uma superfície desenvolvível, planificável. (Tal superfície pode ser 
desenvolvida em um plano sem deforraar-se por tração ou rasgar-se). Deter- 
minar a equação diferencial da superfície acima citada. 

Seja z = / (x, y) a equação da superfície planificável. . 

O plano tangente em um ponto (xo, yo, zo) da superfície é: 

(D F = (z - xo) p 4 (y - i/o) q - (z - 2 o) = 0. 

Quando p e q eatiefizorcm à relação <> (p, q) — 0, (1) será uma família 
de planas, a um parâmetro, tendo z = / (t, y ) como cnvoltAria. Então 
0 (p. q) *■ 0 ou q = X (p) é a equação diferencia] procurada. 

O coce do Problema 9 é uma superfície planificável porque p — » 

g " Õ^z “*■*“ a 4 G>- f) = * 2 (P 2 4 ç 2 ) - 1 "0. 


11) Eliminar as funções arbitrárias ^ c ^ de 

Z = 01 (y 4 OTir) 4- 03 (y + ntzz) = *i (u) 4 02 (f) 
onde nvi ^ m a são constantes fixadas. 


Derivando parcialmeote, temos: 


m. 


^ 0 . , 2 


<**0» ***0l , „ «P0S 


Eliminando 


£0? 

d« a ’ <&> a * 


temos : 


<P 01 , 
du 8 + do* ' 




r 

m i 

mi 

8 

1 

1 

t 


(jw, - m 2 ) r - (mj - m\) * + (r«f - m, m|) f » 0. 


Como m ^ m 3 , temos : r-(mi + m s ) * 4 m i m 2 t => 0. 
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12) Mostrar que a) *=<xr*+&y 3 e. b) 2'— az?-\-bx*y -\-cxv 2 +dy i Jx dáo origem 
à mesma equação diferencial. 

0) Derivando z - oi 3 + fcy 3 parcialmentc em relação a z e y, temos : 

p = 3rtr 2 e g = 3/>d 2 . 

Então : pi + çry = 3 (oi 3 4- W = & 6 a equação diferencial resultante. 

1) Derivando z - ar 3 + + czy 2 + dy*fx parcialmeute em relação 

a x e y, temos : 

• p - 3 oí 2 +- 26xy + ey 2 - dy*/x 2 e ç = />x* + 2cxy -f 4 rfy 3 /*- 

Então : pz + W = 3 (ax s + bx 2 y + cxy 2 + dy A !x) - 3z como anterior- 
mente. 

O fato das duas equações, uma com duas ©instantes arbitrárias c outra 
com quatro, darem origem à mesma equação diferencial, mostra o caráter 
secundário que a constante arbitrária tom aqui. Como a) pode ser escrita 
como se segue : 

z = az 3 + hf* = X a [a + 6 (y/x) 3 ] - x * -g (y/x), 
o 6) pode ser escrita como abaixo: 

z = x*\a + b (y/x) + c (y/x ) 9 + d (y/a) 4 ] - x* h (y/x), 

vé-«e que nada uma é um caso particular de z = z* -J (y/x) considerada 
no Exemplo 4. As constantes arbitrárias foram substituídas por funções 
arbitrárias. 


PROBLEM 

Eliminar as eonataules arbitrármo o, 

13) 2 - (x - a) 2 + (y - b)* 

14) z = nxy + b 

15) az + by + cz = 1 

10 ) 1 = oxe r + «*«**’ + & 

17) z = xy -h y \x z -ã* -+- 6 

18) x 9 /a 9 + y*/* 2 - 1 - x 9 /o ? - » 

Itap. ; xet .+ *p 9 - 


S PROPOSTOS 
6, c dc cada uma <W BCguintoo equações : 
Resp. : Az = p 2 + q 2 
Resp. : rp ~ yç = 0 
. Rcíp.: r » 0, a — 0, ou t - 0 
Resp. : q - xp + p' 2 
Resp.: pq - xp + yq 

- 0 , yzl -f yq 1 - sq = 0 , ou « + = 0 


Eliminar as constantes arbitrárias o, 5 c as funções arbitrárias 4>, J, g- 

19) z - z*4>(x-y) ou *(z/x*, z-y) - 0 Rcap.; 2z - zp +xg 

20) xya - 4(* + y-f ff) Resp..* x(y-z)p -f y(z-z) <z - z(x-y) 

21 ) z - (z -H v) * ( 2 a - y 2 ) : yp + xq - z 



EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


318 

22) z =* / ( 2 ) 4- t*g (cr) Rop, : l - q — 0 

23) X <= / ( 2 ) + g ( y ) Resp . • p* — qr — 0 

24 ) *-/(*») + «(* + ») 

i?e«p. ; a; (y - x) r - Cí/ 2 - cr 3 ) * 4- V (y - r) t + (p - q)(x + y) — 0 

25) 2 =/(z 4-2) + g(x + y) Resp.: *r-(l 4-p4-g)s 4- (1 4-p)í = 0 

20) 2 - ai 3 -f- g (y) Resp . ; p - ar = 0 ou « = 0 

27) z =■ -J- (a 2 -f 2) a 2 4- acry 4- kc 4- £ 0/ 4- ax) ftesp. ; r -2t + rt - & =2 

28) Achar a equação diferencial das esferas de mio 2 tendo os centros no plano 
xOy. Sugestão: Eliminar a e ò de (x-a) 2 4- (y- &) 2 4- 2 2 = 4. 

Resp.: z 2 (p 2 4 - ? 2 4- 1) - 4 

29) Achar a equação diferencial dos planos que cortam os eixos dos r e y nos 

mesmos pontos. - Resp.: p-g = 0 

30) Achar a equaçflo diferencial das superfícies de revolução que têm o eixo 
doa z como eixo de rotação. 

Sugestão: Eliminar «*. de z = 4, ( \/x 2 4- y 2 ) ~ t (z 2 + y 2 ). 

Rcep. : ip - xg — 0. 



Capítulo XXIX 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS LINEARES 
DE PRIMEIRA ORDEM 


As equações diferenciais pardais de primeira ordem 

(li) px 4- qy = 3z e (I 2 ) pz 2 + qy = z 3 

são chamadas lineares, como indicação de que são do primeiro grau 
em p e q. Note-se que, ao contrario das equações diferenciais ordi- 
nárias lineares, não há restrição quanto ao grau da variável depen- 
dente z. 

As equações diferenciais parciais de primeira ordem que não 
são lineares, como 

(2i) p 2 + ç 2 = 1 o (2 2 ) p 4- ln q = 2z 3 , 

são chamadas não-lineares. 

Equações diferenciais parciais lineares dc primeira ordem. 
A equaçáo (li) foi obtida no Capítulo XXVIII, Exemplo 4, partindo 
da relação funcional arbitrária 

(3) * <*/**, y/x) - 0 

ou sua equivalente z/a : 3 = fy}x. Esta solução, que contém uma fun- 
ção arbitrária, é chamada a solução geral de (li). 

A equação diferencial foi também obtida (Capítulo XXVIII, 
Probl. 12) pela eliminação das constantes arbitrárias de 

(41) z — ax 3 4- by 3 
e de 

(4 2 ) z = ax 3 + bx 2 y 4 - cxy 2 4- dy*!x. 

Um estudo dos problemas daquele Capítulo mostra que as relações 
que envolvem duas constantes arbitrárias, normalmente, dáo equações 
diferenciais parciais não-lineares, de primeira ordera, enquanto que 
aquelas que têm mais de duas constantes arbitrárias dão equações 
de ordem superior ao primeiro. Entretanto, como foi assinalado no 
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Capítulo XXVIII, Problema 12, ambas as relações são casos parti- 
culares da relação funcional arbitrária (3). Está claro, então, que 
a solução gera! de (I) dá uma variedade muito maior de soluções 
do que a que é obtida (no caso das equações diferenciais ordinárias) 
pela variação das constantes arbitrárias. Por exemplo: 

z/z 3 = A sen ( yjx ) 2 -f- B ecs ( yjx 4- C ln {y}x) 4- 4 E(y/x) 1 * 

está incluída na solução geral (3). 


Solução geral. Uma equação diferencial parcial linear de 
primeira ordem, envolvendo uma variável dependente z c duas 
variáveis independentes x e y, é da forma 

( 5 > Pp 4" Q<j = R 

onde P, Q, R são funções de x, y, z. 

,C * e B = 0 ou Q = 0, (5) pode ser facilmente resolvida. Assim, 

a equação — = 2z 4 3^ tem como solução z = x 2 4 3 xy -f &{$), 

onde <t> é uma função arbitrária. 

Lagrange reduziu o problema de achar a solução geral de (5) 
àquele de resolver um sistema auxiliar, (chamado sistema de La- 
grange), de equações diferenciais ordinárias, 

ÍG \ dx dy dz 

P Q = R 

mostrando (ver Problema 7) que 

(7) (t>(u,v) = 0, ( 4 , arbitrário) 

ê a solução geral de (5) desde que u = u(x, y,z)=a e v=v(z, y , s) - b 
sejam duas soluções independentes do (6). Aqui, a e b são cons- 
tantes arbitrárias o, ao monos, uma das funções u, v deve conter z. 


Exemplo 1. Acbar a solução geral de 


(D 


ps 4 çy “ 3z. 


O sistema auxiliar A • 


dx = dy dz 
x = y " 3s* 




dz dg dx 

— = 5 - » tomos : u — z/x 3 * a ; e do — — 
X oz x 


dy 

I 

y 


temos : v — yjx — b. 


Eutao, a solução geral é $ (z/x*, y/x) - 0, onde <t> é arbitrário. 
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Naturalmcnto <jue, do -- = ^ > temos 2 Jy 3 

V ”Z 


t, e podemos escrever : 


t (z/x*, r/y 8 ) " 0 ou X (e/y 3 , y/x) = 0, 

onde ^ e X são arbitrários. Entretanto, estas soluções são tôd&s equivalentes 
e podemos chamar qualquer uma delas como a soluçáo geral. 

0 processo acima pode ser fàcilmente estendido para resolver 
cquaçõC3 diferenciais lineares de primeira ordem que envolvera mais 
de duas variáveis independentes. 


Exemplo 2. Achar a solução geral de 


õz dz dz 

x T* + y Ty + l Tt 


xyt, 


x spndo a variável dependente. 


O tisteam auxiliar 6 


dx dy dl _ dz_ 
x y t xyl 


Temos, fàcilmente : u = x/y - a, v = l/y « b. 

Uma terceira solução independente pode ser encontrada por meio dos 
multiplicadores yt, xt, xy, -3. Como 

x(yt)+y (xt) -f t (xy) + (ryl) (-3) - 0, 

yt dz + xt dy + xy dl - 3 dz - 0 

c xyt — 3 z — c. 

Então, r solução geral ê : 4 (ify, t/y, xyt - 3 z) = 0. 


Soluções completas. Se u = a e v — b são duas soluções 
independentes de (6) es e <*, £ são constantes arbitrárias, 

( 8 ) u = <*v 4 - /* 

é chamada uma solução completa dc (5). Então, para a equação 
do Exemplo 1, 

zlx 3 - a [y/x) -f /3 

é uma solução completa. 

Uma solução completa (8) representa uma família de superfí- 
cies, a dois parâmetros, que não têm uma envoltória, porque as 
constantes arbitrárias entram linearmente. É possível, entretanto, 
selecionar entre as superfícies de (8) uma família de superfícies, 
a um parâmetro, tendo envoltórias. Como se vê no Problema 8, 
estas envoltõrias (superfícies) são simplesmente superfícies parti- 
culares da solução gemi. 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Achar a solução geral de 2p + 3ç - 1. 

O sistema auxiliar é ^ =» ^ - ~~ 

^ T = T’ 1611108 : * “ 2 * “ a ' e de Y = y» temo* : 3r - 2y-ò. 

Então, a solução geral é : ->(z - 2z, &c - 2y) ~ 0. 

A solução completa ar - 2z ~ « (3* - 2y) + P 6 uma família de planos, 
a dois parâmetros. A família, a um parâmetro, determinada fazondo a—a? 
tem a equação : * 

A ) x - 2z - « (3x - 2y) + «3. 

Derivando A) cm rol ação a o, temo» : 

0 = 3x - 2y + 2« ou . « — - A (3r - 2 y). 

Entrando com Asse valor em A), temos a envoltórm, um cilindro para- 
bólico : x -2z - - -- (3x - 2 y)». 

Êetc cilindro, vAse períeitameute, é uma parte da solução geral. 


2) Achar a solução geral de y 2 zp - x 2 zq «= x 2 y. 
As equações auxiliares são : «. 


dz_ 

y 2 z -x 2 z 7?y 


"•-v dx dy , . . 

Dc ou zdz + y 

dy 

= 'ZZrS z 3 + v* = b. 


0, temos : y 2 4- z 2 — a ; de ~ 

y*z 


Então, a solução geral 6: $ (y* + z a , x* + y») * 0. 
3) Achar a solução geral de (y-z)p + (x-y)q « z-x. 


dx 


dy 


dz 


O aiatema auxiliar é : 

p-z x-y z-x 

Como (!/-*í) + (z-y) + (z-z)=0, dz + dy + ^ = 0 e x+y + z = a. 
Como x(y-z)+z(x-y) + y(z- x ) = 0, * dx + 2 dy + y dz - 0 e 

a?* xys — í>. 

Então, a solução geral 6: * (x? + 2yx, x + y -+- a) = 0. 

famlíti 3?&*3SSí ** + : *»• " «<* + » + *> + * ~P"~ “* — 
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4) .\«-har a solução geral de (r 2 - y 2 - z 2 ) p + 2xyq - 2 zz. 


O sistema auxiliar é 


dx dy dz 

x 2 -y* -z 2 " 2xy ** 2xz 


06 êk~èi- * e “°" : 


De — 

2xs z(x= - j/ 8 - 2») + y (2xy) + z (2 xz) 


xdx ■+ ydy + zdz 


zdx -{-j/dy + zdz 
*( X a +y* +Z 3 ) 


ou 


df _ 2(grfr -f ydy -f g <k) 

* “ ■** + V* + a* 


x a + y* + 2* 



Entáo, a solução geral é <t> (y * y ^ = o. 

A aoluçSo completa * 8 -f y 2 -f s 2 - cj/ f $z consiste das cs/oras que 
passam na origem, com centros nos plano yOz. 


5) Resolver ap + bq 4- cz = 0. 


O sistema auxiliar é : ~ =* ~ = —■ De ~ temos ay-bx-A. 


—cz 


Se a 7* 0, ~ = ~ Já ]nz = - — x-i- ia B ou z = Be~ ea,a 


e a 


soluçfto geral pode tomar a forma: z = € oa,a <£{ ay-bx). Se 6 ^ 0, 
dz dy -çç/j 

“ - y dá « - ca solução geral pode tomar a forma : 


-cz 

z = e cvib +{ay - te). 


6) Resolver 1) 2p+ ? +z = 0, 2) p-3g+2*=0, 3) 2p+3g+5z-0, 4) q+2z=Q. 
J) Comparando com o Problema 5 acima, a ■ 2. ft = 1, c=*I. 

A sohição geral é: z - e~ r/ %(2 y-x) ou z « e~° *(2 y-z). 

2) Aqui: a « I, 6 = -3, c - 2. 

. A tioluçio geral é : z = e~ 2 * * + 3z) ou z = e ?v/3 £ (y + 3r). 

3) A solução gorai é : z = e -6 ' 2 (2y - 3z) ou z = e~ 5| ' /S ^ (2 y - Zx). 

4) A solução geral é : z » e~ 2 * <p (-x) = e~ 2 » tf (z). 


7) Mostrar que, ec u — u (z, y, z) = a e v =* v (z, y, z) = 6 forem duas 8o!u- 
çfea independentes de ^ ^ ondo P, Q, R «5o fuaçôes de a, y, z. 

tem-se * (u, v) = 0, com tf arbitrário, como solução geral de Pp -f- Qg - R. 
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Tomando as diferenciais de u = a e v = i>, temos : 


c >u , , Su , . du , _ 

K dx + í-/ !/ + ^ d1 - 0 ' 


dr J I dV J I J A 


Como a e ti são funções independentes, temos: 

(Su Sn Su Sv\ /du dr Su Sv\ /du õv thi 3tA 

-P :Q :Jl. 

Porém, estas são ns relações que definem P, Q, R (ver Capítulo XXVTII) 
na equaçAo Pp + Qq = R cuja solução gerai é 4> (%, v) - 0. 


8) Seja ií = ov + P urna goluçáo completa de Pp + Qq = R- Desta família 
de superfícies, a dois parâmetros, selecionar uma família, a um parâmetro, 
fazendo p = À (o), onde h é uma dada função dc a, e obter a envoltória. 

A envoltória da família 

(1) u « cm -f h (o) 

.6 obtida eliminando a entre (1) c 

(2) 0- P + V <«). 

De (2) vem a — u (e) que, substituído em (1), dá : 

(3) u = v (») + h (ai (v) 1 - X (t>). 

(3) 6 uma parte da solução geral 4> (u, r) * 0. Então, ao contrário do caso 
das equações diferenciais ordinárias, a envoltória não 6 um novo higar. 

Se h (a) fôr tomado como uma função arbitrária de a, X (v) é uma função 
arbitrária de v e (3) é a solução geral. Assim, a solução geral de uma equação 
diferencial parcial linear de primeira ordem é a totalidade de envoltórios 
de tôdas os famílias, a um parâmetro, ( 1 ) obtidas dc uma solução completa. 
Note-se que, quando h(oc) fôr arbitrário, a eliminação de a entre (1) e (2) 
não será possível ; então, a solução geral cão pode ser obtida da solução 
completa. 


9) Mostrar que a condição para que a equação diferencial ordinária 

m (*, y) M ( x , y)dx + m {x, y) N ( x , y) dy = 0 

seja exata é uma equação diferencial parcial linear dc primeira ordem. Em 
seguida, mostrar como achar um fator de integração de Mdx + A 'dy - 0. 

(Ver Capítulo IV). 


Se 




nMdx -f M/Vdy 


fór uma equação diferencial exata, então: 


0 




ou 




/ SN _ 3MA 

\dx dy ) 



eqüàcOes r ar ciais lineares DE PRIMEIRA ORDEM 325 


Esta 6 «m>ft equação difercocial parcial linear He primeira ordem, da qual 
o sistema auxiliar é : 

dx Ay di i 


(O 


-N M fòN 9U 


fdN _ dM\ 

V àx dy) 


Qualquer BOlução, envolvendo u, dêste sistema è um fator de integração dc 
Mdx + Ndy - 0. 


( 2 ) 


Escrevendo (1) n& forma 

dV õM dN _ 9M 

dx dy . âx 

^Ãf dl = M 


dy_ d y =» “ , 
u 


dN dM 


dx %l _ - Sm* é am fator de 


6 evidente que, se ■ ■■ — J (r), então = e 


integração; ou, se 


_ aw 

dx ày _ 


fo'.v)iv 


g(y), n = e é um fator de inte- 


grução. Além disso, se a equação 6 linear (isto 6, / + Py = Q), tem-se 

-P * du 

M * Py- 0, N = 1 e (2) transforma-se em Fdz =* — — ^ dy = — e 


u = é um íator de integração. 




10) Achar um fator de integração para (2r 3 y -y*)dx- (2z* 4- ty) dy - 0. 

(Ver Problema G aoima). 

Temos : 

M ~2z?y-y* } N = - {2c* + xy), ™ - 2z* -2y, ^ - (&r» -f y ). 

Procuramos uma solução, envolvendo u, de 
• di _ dy du 

2x* +xy~ 2ç2y - t/* »{y- lOi 3 ) 

t > du -Zydx-te dy r-2 ydx - teáy ^ 

üe u(y - lOx 3 ) ™ -2y (2i 4 + xy) - 3z (2c®y - 1/ 2 ) zyfo-lftr 3 ) 

fe . ~ 2ydj . temos ln m — - 2 ln x - 3 ln j/. Então, 4 = «"V* é 

M *V 

um fator de integração. 


11) Achar a superfície iutegral de i a p + y*s + * 9 - 0 que pusec pola hipórbolo 

x9 ■ * + y, 2 - 1. 


^ , dx dy dz 

O sistema auxiliar é : ^ 
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_ dx dz . z+z . dy dz y+z , 

De — == — - temos u — a e de — = — = temos o — ~ b. 

x * • - z 2 XZ y* -z* yz 


Eliminamos primeiro Xo t yo,^o eutro * z 0 yo = x 0 + y 0 . Zo “ 1 e 


*o + «o *0 + 1 


a e v 


- SLÍ-2 = . 6. Desta filtin» 

yoxi J/o 


vem: xo - = » yo - 

c — 1 


Substituindo cm x 0 yv — *o + yo , tomos : 


7 rr— 7; — — — — ^—7 4 - 1 -■ ou 0 + 6 — 3 como a relação que deve 

(o — 1) (0 - 1) a — 1 b - 1 


existir ontro a o b. A oquaçSo «la euporfíeie procurada 6: 

a + 6= u + y = 2 + - 3 ou 2ry + z (z + y) — 

X2 yz 


PROBLEMAS PROPOSTOS 

Achar a 9ohiçáo geral de cada uma das seguintes equações: 

12) p + q — z Resp . : z — e* 4 (z - y) 

13) 3p + 4ç = 2 Resp.: 3y-4a-/(3*-2r) on *(3y-4x, 3z-2x)-0 

H) yq-zrp — e Resp.: 4 (xy, zs) ■= 0 

lõ) xzp +yzq - xy Resp. : y — x4(xy~ z a ) 

16) z*p + ji z g = z z fíesp. ; x~y - xy4 (l/z - l/z) 

17) l/p - rç + z 2 - y 2 — 0 Resp. : 4 (z a + y 2 , zy - z) - 0 

IS) j/ 2 p - zzg - xy Resp. : 4 (z 2 + y 2 , y 2 + z 2 ) = 0 

19) zp + V9 — z Resp. : z + z = y4 (z s — z 2 ) 

20) x(y-f)p + y(e~x)q - s(x-y) * Em?.' 4 {xys, x + y + z) — 0 

21) ziyS-s^p + y (r 2 -* 2 ) ç = a<z 2 -y 2 ) fíísp.; * (*l«, i 2 +V 3 +8* ) - 0 

22) Achar a equação de tódas as superfícies cujos planos tangentes passem 
pek» ponto (0, 0, 1 ). 

Sugestão: Resolver zp + yg = 8 — 1. Resp.: z =* 1 + x4(yfx) 

23) Achar a equação da superfície satisfazendo 4 ysp + q + 2y — 0 o passando 

por y 1 + * 9 = 1, x + z — 2. Resp. : tr*+ 2 2 +x + s — 3 



Capítulo XXX 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS 
NAO-LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 


Soluções completa e singular. Seja a equação diferencial 
parcial não-linear de primeira ordem 

0) /(*, V, 2 , P,<i) = 0 

derivada de 

(2) g(x, y, z, a, b) « 0 


pela eliminação das constantes arbitrárias a c b. A relação (2) 6 
chamada uma (ou a) solução completa de (1). 


Esta solução representa uma família de superfícies, a dois 
parâmetros, que pode ter ou não urna envoltdria. Para achar a 
envoltória (se houver) elimina-se a e b de 





Se o eliminante 

(3) \(x,y,z) = 0 

satisfizer (I), será denominado a solução singular de (1) ; se 
M*> y, z) = f(*, »,*)•!(*,!/,*) 

c se f = 0 satisfizer (1) e rj — 0 não, { = 0 é a solução singular. 
Como no caso das equaçftes diferenciais ordinárias (Cap. X), a 
solução singylar pode ser obtida da equação diferencial parcial 
pela eliminação de p e q de : 
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Exemplo I. Verifica-se fàcilmente que z = ax + by - (fl 2 + l» 9 ) * uroa 
Boluçiio completa de z = pr + qy - (p 3 + g 9 )- EEmiiumdo a c ^ de 

g = z-oz-by + a*+b* = 0, ^--* + 2<*-0, ^ + 26 - 0, 

temos: z - \x 2 +■ \y 2 - t < x2 + »*> “ T<* a + ^ H*> 8atisfaz à «I ^* 0 
diferencial e 6 a eoluçfio Ringular. A solução completa representa uma família 
o dob parâmetros, do plane®, envoltória do parabolóide x 2 + y 2 = 4 z. 


Solução geral. Se, na solução completa (2) uma das constan- 
tes, digamos b, fór substituída por uma função conhecida da outra, 
digamos h = 4 >(a), a relação 

ff [*, V, 2, <*, *(«)] = 0 

será uma família de superfícies, a um parâmetro, de (1). Se esta 
família tiver uma envoltória, sua equação poderá ser encontrada 
normalmente, eliminando a de 

0 [x, y, z, a, d>(a)l = 0 e g[x,y,z, a, <£(a)) = 0 

e determinando a parte do resultado que satisfaz (1). 


Exemplo 2. Façamos 6 = <*>(a) = a na solução completa do Exemplo l. 
O resultado da eliminação de a do g z-a (x -\-y) +2a 2 =0 ® ^ = - (i-f-y)-4-4a = 0 


6 * L (fls +. y ) 2 que, mofitra-ae fàcilmente, satisfaz ã equação diferencial do 

8 

Exemplo 1. Esta equação é a de um cilindro parabólico com a geratriz paralela 
ao plano xOy. 


O conjunto de soluções que se obtém fazendo-se variar 4 >(a) 
6 chamado a solução geral da equação diferencial. Assim, do Exem- 
plo 2, 8 s - (* + t/) 2 está incluída na solução geral da equação 
diferencial do Exemplo 1. 

Quando b = <t> arbitrário, é empregado, a eliminação de 

a entre 

0 = ° e ~â-° 


não é possível ; assim, não podemos exprimir a solução geral como 
uma equação simples, englobando uma função arbitrária, tal como 
fizemos no caso da equação linear. 


Soluções. Antes de considerarmos um método geral de obten- 
ção de uma solução completa de (1) daremos processos especiais para 
quatro tipos de equações. 
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Tipo I : /(p, g) = 0. Exemplo : j> 2 - q 2 = 1 . 

Do Probl. 3, Cap. XXVIII, segue-se que uma solução completa é 

(4) z = ax + h(a)y + c, 

onde ) [a, k (a)] = 0, e a e c são constantes arbitrárias. 

As equações para a determinação da solução singular são : 

z = az + h(a)y + c, 0 * a + á'(a)y, 0-1. 

Assim, não há solução singular. 

A solução geral é obtida fazendo c — 4>(à), ó arbitrário e eli- 
minando a entre 

(5) z - ax- f- h(a)y + <p(à) e 0 = x + h'(a)y + <P'(a). 

A primeira equação de (5) para uma determinada função «£(a) 
representa uma família de planos, a um parâmetro, e sua envol- 
tória (uma parte da solução geral) é uma superfície dcsenvolvívcl. 

(Ver Probl. 10, Cap. XXVIII). 

Exemplo 3. Resolver p* - q z = 1. 

Temos: / (p, q) « p 3 - q' 2 - 1 - a f[a,h (a)] = a 2 - IA (a)] 2 - 1 = 0 e 

h (o) = (a 2 - 1)^. Uma solução completa é z = ax + (o 2 - 1)** y + c. 

Obtém-se uma forma mais simples, fazendo a = sec a ; daí A (a) - tg a 
o que dá : 

i - x oec a -f y tg a +• c. 

Fazendo c - 4 (a) ■ 0, o resultado da eliminação de a de 

«-recca + ytgot, 0 - * tg « + y ecc« ou 0 - 3 sen + $ 
é z* =x*-y*. 

Eata superfície desenvolvível (cono) é um» parte da solução geral da equação dife- 
rencial” dada. 

Note que podíamos ter tomado h(a) - - (o* - 1)^ e obtido como uma 
solução completa: 

* = ox - (a 2 - 1)^ y + c. 

(Ver também Problemas 1-2). 

Tipo II : z = pz ■+■ qy +J(p, q). Exemplo : z - px + qy -f- 3p^Ç^. 
Do Probl. 4, Cap. XXVIII, segue-se que uma solução completa é: 

(6) z = ox + by +/(*, í>), 

conhecida como equação desenvolvida de Clairaut. Esta solução 
completa consiste de uma família de planos, a dois parâmetros. 
A solução singular (se houver) será uma superfície tendo a solução 
completa como seus planos tangentes. 
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Exemplo 4. Resolver z = px + gy -t- 3 

Uma solução completa £ z = ax + by -f 2a ,2 b lp . 

As derivadas em relação a a c b são r -f- à~ 2/3 b 1 13 = 0 e y + a il3 b~ if3 — 0. 

Então: U 2 + òy = -2a 1/ V' 3 , ary - a~ ,p b~ 1/a , 

c, substituindo na solução completa, temos a solução singular : 

* - «W* = Vxy ou xys « 1. 

(Ver também Problemas 3-4). 

Tipo 211 : f(z, p, q) = 0. Exemplo : z = p 2 -f ç 3 . 

Supor z — F {x -f ay) = F(u), onde a é a constante arbitrária. 
Então : 

_ dz __ dz du dz dz du dz 

** dx du dx du C (í du dy ° du' 

Entrando com êsses valores na equação diferencial dada, temos 
uma equação diferencial ordinária de primeira ordem: 



cuja solução é a solução completa procurada. 


. Exemplo 5. Resolver z = p 2 •{- q*. 

Faz-se z =F(x + ay) = F (y). Dal p - dzjdu, q = cdz/du e a equação 
dada reduz-se a * = (£)* + * (£)*. 


Resolvendo ^ ™ • ^~ 3 - — 

du V 1 + a 2 


ou 


dg 

VI 


VT + ã* 


du, temos : 


2 VI = - 7 = u + A: » — - 1 =... , (u 4- 6 ). 
V i +« 2 VI + a 3 


Assim, uma solução completa é 4 (í -f a*) r = (3 + ay + õ) 2 , que é uma 
família de cilindros {«rabblicos. 

Derivando em rel&ção a a e 6, temos : 

8*2 - 2 (x + ay -f 6 ) y =- 0, x 4- ay + & = 0. 

À eoluçáo singular é z ~ 0. 

(Ver também Problemas 5-7) 
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Tipo IV : ]i(x, p) = jzíy, q ). Exemplo : p - x 2 = q + y 2 . 

Faz-se Ji(x,p) « o, / 2 (p, ?) = onde a é uma constante 
arbitrária. Daí : 

p^Fi{x t a) e q ~ Fz(y, a). 

Como z é uma função de lei/, 

dz = -pdx + çdy = Fi(i, o) ds -f F 2 (y, a) dy. 

Então : 

(7) z = f Fi(*, a)dx- {- f F 2 (y, a) dy + b, 

que contém duas constantes arbitrárias, é a solução completa pro- 
curada. 

ExBMrix» 6. Resolver p - q - x 9 y 2 ou p - x* - $ -f y 1 . 

Fassendo p - rr 2 = a, q 4- y 2 = a, temos : p = a + x 2 , q • a-y*. 

Integrando dz = pdx +■ çrfff » (a -f z 2 ) ár + (a - »/) dy, a solução com- 
pleta procurada ó z = ax + x* fZ + ay - y* /3 + 6. Não há solução singular. 

(Ver também Problemas 8-9). 

Transformações. Como no caso das equações diferenciais 
ordinárias, algumas vêzes ê possível achar uma transformação das 
variáveis, que reduzirá a equação dada a um dos tipos apresentados 
acima. 

A combinação px, por exemplo, sugere a transformação 
X = ln x, porque acarreta 

dz dz dX 1 dz dz 

p ~ dx ~ ax dx ~ x ax c px ~ ax' 

• • 

E q = px 4- p 2 x 2 transforma-se em 

dz dz / dz Y 

dy ~ ax + \ ôX y ' 

do Tipo I. 

Anàlogamente, a combinação qy sugere a transformação 
Y - ln y. 

A presença de ~ numa equação sugere a transformação 
Z — In z, o que dá 

= = _?1 _ÉíL = JÜL JL = . 

V dx dZ dx Z dz e z dz 


anàlogamente : 


D M.. 

z dy 
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Então, ~ = transforma-se em 


(f)’. 


do Tipo I. 


(Ver também Problemas 10-14). 

Solução completa. Método de Cliarpit. Consideremos a 
equação parcial não-linear 

( 1 ) f(x, y, z , v> Q) - 0 . 

Como s 6 uma função de x c y, segue-se que 

(8) dz = pdx ■+■ qdy. 

Suponhamos que p = u(x, y, z, o), onde a é uma constante arbi- 
trária, seja substituída na equação (1). Resolvendo, obtemos : 

q — v(x f y, z, a). Para éstes valores de p e q, (8) transforma-se em : 

(8i) dz — udx + v dy. 

Se (8i) puder ser integrada, temos : 

( 9 ) g(x, y, z, a, b) = 0 , 
que é uma solução completa de (1). 


Exemfi/> 7. Resolver pq •+ qx — y. 

Tomamos p = a - x e substituímos em pq + qx - y. Daí : q = y/a. 

Substituindo em dz = p dz + qdy, temos : dz = (a - x) dx +• (y/a) dy, 
uma equação integrável, com solução 

*“<**- jx 2 -f --y 2 /a + k ou 2a í « 2 a 7 x - az 2 + y 2 + b. 


Como o processo acima depende de se faaer uma escolha apro- 
priada para j>, não pode ser encarado como um processo padrão. 
Daremos agora um método geral para resolver (1). Consiste em 
achar uma equação 


( 10 ) 


F(x, y , 2 , p, q) = 0 
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ta! que (1) c (IO) possam ser resolvidas dando p = P(x, y, z) e 
q — Q(x, y, z), (isto é, dando: 

JL JL 

dp dq 

( 11 ) A = ôF dF * °, idênticamente), 

dp dq 

e tal que para êstes valores de p e q a equação diferencial total 
(8) ás = p dx + q dy = P(x, y, 2 ) dx + Q(t, y, 2 ) dy 

seja integrável, isto 6, 

nJÍ_ 0 ^._^ + i?-=Íi._ÍL = 0. 

dz ^ dz dy dx dx dy 


Derivando (1) e (10) parcial mente, cm relação a x e y, encon- 
tramos : 


( 12 ) 


a/. 4- r,JL 4. JL J]L 4- JL JL = o 
ôj p di dp dx dq dx 



ÈL + 3 / \»}9p af dg 

dy ? di Op dy dq dy 



9F_, dF dF dp dF dq . Q 

dx + P dz dp dx dq dx 


(15) 


£L. + 9 íL + ÍÍ1í£. + íLJíl = o. 

dy dz dp dy dq dy 


Multiplicando 

(12) por -g-. (13) por -g-> (14) por -- jj- • (15) por 

/ dp dq \ 

e somando, temos I notando que — - dx J 

(dl JL\^A-(JL + a ^JL-JLJ^-JLJL- 

\dx ^ V dz ) dp \dy 9 dz) dq dp dx dq dy 

V dp q dq) dz 
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Esta é uma equação diferencial parcial linear cm F f considerada como 
uma função das variáveis independentes x, y , z, p, q. O sistema 
auxiliar é 



dp _ dq _ dx 
dx dz dy dz dp 



dF 
- • 
0 


Podemos, então, tomar para (10) qualquer solução dêste sistema 
que envolva p ou q, ou ambos, que contenha uma constante arbi- 
trária e para a qual (11) esteja satisfeita. 


ExKMPro 8. Resolver q = - xp +• p 2 . 
Temos : J p 2 - xp - q, de modo que 


dy 1 dz ' V dp y dq) 


-1 C £ +P f' 


-2 P 3 +xp + q. 


-P, 


O sistema auxiliar (16) é: — => ~ - ■ o a f* — — • 

-p 0 - 2 p+s 1 -2p 2 4-rp+Ç 

Do — “» tomos :Inp — - y + lna ou V — ac“ y . 

-p 1 


Usando a equação diferencial dada : ç — - xp +- p z *» - oxc‘ ° + a 2 e 2y . 
Então de-pdx-l-gcfy transforma-sc cm dz- ac~* dx+(-ax*r v dy. 
Integrando : 2 — axe - * - |a 2 ef 2 * + 6. 

Não há solução singular. (Ver também Problema 15). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 

(Nestas aduções, as equações que levam à solução geral não serão dadas). 

TIPO I : /(p, q) = 0. 

1) Resolver p 2 + ç 2 =9. 

Uma solução completa é z az + õy + c, onde a 9 + h a “ 9. 

Ab equações para determinar a solução singular aão : 

-z = ax -f V 9 - a 2 y 4- e, 0 = * r . a - y. 0 = 1. 

V 9 - o 2 


Aasim, não há solução singular. 
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2) Kcsolver pq + p + q « 0. 


Uma solução completa é: z = ax + by + c, onde ab -f o + 6 = 0. 
Nfio há eoIuçAo singular. 


TIPO II : z = px + qy +/(?>, q). 

3) Reeolver s — px -f qy -f p 2 4- pq -J- ç*. 

Uma solução completa 6 : s - ax + by a’ -f ab + 6 a . 

Derivando a solução completa em relação a a o b, temos: 

0 =* a + 2® + fc, 0«j/-t-c + 2&. 

Daí : a — (y ~ 2x)/2, b — (* — 2y)/3 e substituindo uu solução completa, 
temos a solução singular: 3z = xy - x* - y 2 . 


4) Resolver z = px 4- çy 4- p 2 ? 2 . 


Uma solução completa é : 2 * o* -f by + a 2 & 2 - As equações obtidas 
por derivação em relação a o e è são: 0 = z 4- 2afc2 « 0 = y 4- 2a 2 6. 





e a solução singular é: 




TrPO III : /(*, Pt q ) = 0. 

5) Resolver 4 (1 -f s 3 ) — 9 x*pq. 

Fazomoe : * - F (z + ay) - P (u). 

Daí: P - ^ ? - «£. ea equação dada transforma-se em: 

4(1 4-2*) - 9«< (^) 2 ou dz - 2d«. 

Vdu/ V 1 + * 3 

Integrando : V a( 1 +2 3 ) = u + b, e uma solução complota é 

o(l 4-**) - (x+ay + bf. 

Derivaudo em relação a a e b, temos: 

14 -z 3 — 2( x 4- ay + b)y e 0 = 2(x + ay + b), 
e a solução singular 6 : z 3 + 1 = 0. 
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6) Resolver p (1 - q 2 ) = q (1 - z). 


Fazemos : z ■ F (x •+ ay) = F Cu). 


Daí: p = t -* 7«a~» ea equação dada transforma-se cm: 
du du 

(i)[ 1 -° , (i) a ] = °^ (! "‘ ) ou (iO[ 1 -° + “- o 2 (s)’]“ 0 - 


dz 

du 


Então : 


— 0 o z - c; ou 


!-. + «-* (£)■-* 0<fe = 

w/ Vl-a +-az 


e 2Vl -o + az «v+&—z+ ay + & ou 4 (1 - a + az) - (x -t* ay -+- f») a . 


2 = c e 4(l-a-faz) « (z+ay+ò) 2 são soluções; a última é uma 
solução completa. Com ela, as equações para obter a solução singular são : 

g — 4 (I - a -f os) - (z + ay + b) 2 = 0, ~ — 4 (-1 -f *)— 2y (* 4- «y 4- &) — 0, 

oa 

~ = - 2 (z -f ay -f 6) = 0 ; não há solução singular. 


7) Resolver 1 + p 2 = $z. 

Fazemos : z » F (x + ay) - F (u). 


Dal : p=*j^, ç = 8^, ea equação dada transforma-se em ; 
du du 


<£>■-£+‘- 0 - 


oc-V<* 2 s 2 -4 


Racionalizando o primeiro membro da última equação, temos 
(ar + Vo 2 z 3 - 4) dz = 2 du, enja solução é : 

-J- az 3 + ~ [y V a 2 z 2 - 4 - 2 ln (az + Va 2 z 2 ~4)] = 2(« + 6). 
Uma solução completa é : 

a 2 z 2 + ar ^ a 2 z 2 - 4 - 4 ln (ar + V a z 2 2 -4) — 4a (z + ay + fc). 


Note que a 9 z a -az Va 9 *® - 4 + 41n(ac-J- V <* 2 s 2 - 4 ) - 4a (* -f ay + 6), 


obtida de 


dz 


ar + V a 2 z 2 -4 


= du, é, também, uma solução completa. 
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TIPO VI: fx(x t p) =/ 2 (y,í). 

8) Resolver Vp - Vç + 3x = 0 ou \p + 'Ò 2 = \fç. 

Façamos : Vp + 3x = <* e V~g = <*. 

Daí: p = (a - 3z)* e ç = a s . Uma soluçáo completa é: 

* " fpdx + fqdy + b** f(a - 3r) 2 dx + <x 2 /dp + *» 

ou z - - ~(a-3z] 3 -He 2 !/ + 6. 

Não há solução singular. 

9) Resolver q = - pz + p 2 . 

Façamos : p* -px = a e p » a. Daí : p - t (* + V x 2 + )• 

Uma solução completa é : 

s - \ f (x -f- Jx* to) dx+a fdy + b 

ou z = ~ (x 2 + z V z 2 + 4a ) + a ln (z r Vx a + 4a ) + ay + &• 

Outra solução completa é obtida pelo método de Charpit, no Exemplo 8. 
Náo há solução singular. 


USO DE TRANSFORMAÇÕES 


10) Resolver pq “ x m y*i*' ou - 1. 


A transformação 

z i-i 2"*+» 

Z “l-/’ “ M + I 


, Y » 


y* +1 az à o _i 

n + I ’ ôX = dx <iZ = *' P x 1 


. dZ _ az iy _j _1_ 

ãr " dj dY~ S q y* 

reduz a equação diferencial daria a r^z • - 1. 

a A a 1 


Esta equação é do Tipo % I e sua solução é: Z » aX + — Y + c. 


Uma solução completa da equação dada 6 : 

1 - / " ° m + 1 + a [n 4- U 


4- <. 


Xâo há solução singular. 
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eqjjaçOes diferenciais 


11) Resolver x*p 2 4 t/ 2 ç 2 = *• 

I) A transformação 


4 az ôZ dx 


~~ «jxy kj mj ___« 


ôZ _ aZ dy _ - 

av " av dr w 


reduz a equação dado o 

^cir-di) 2 — fêr -(#)*- ‘-— l 

Uma Bulução completa é : 

Z-flX + ^ + c ou 4* = (aln z + b ln t/ + c)*, onde a 2 + ò 2 = 1 . 
A solução singular é : z = 0. 

2) A transformação 

âz te dX 1 te 1 te 

X-lns, 7-lnp, P = ^~tx-te-^Jx ,Cta 7dY 

reduz a equação diferencial dada a ("õy) = Z ’ -^P 0 

Fazemos : z = f {X + aY) - F (u). 

dz dz Ou dz dz dz 

KnUo: Jx-^Jx = ^ Jr- a Ã. 




a r dz 

= Z OU V 1 + G — = = OU. 




Iutegrando : 2 V 1 + o 2 s T = u -f b « X + «7 + è = ln x + a ln y -f ò 
Uma coluçfio completa 6 : 4(1 + a 2 ) z«(lna:+alny + b) 3 . 

A soluçfio singular 6: z = 0. 

12) Rcfiolvor 4arpz — pç 4- 2px 2 l/ 4- Tjpy 1 . 


r ~ _ 

Fazemos : z = X 2 , y - Y * . 

T' *- ^ _ OvT 

Entoo: r-to-JXte =2X Ãi 


- Substituindo na equação dada, temos: 
do Tipo II. 


«>z dr 2 y Y ~. 

9 ar dy ar 

0z v as,jfcjfe 
ar r aX 31 
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Uma solução completa é : z «= aX +• bY + ab ou z = ax 2 + by* -f- ab. 

Eliminando a e b desta equação e de ü = x* -fc b, 0 y a -f a, obtidas 
por derivação da primeira em relação a a e b, encontra-se a solução singular: 
2 + x *y 2 = 0. 


13) Resolver - z{z- qy). 


A transformação 
Y — ln y, X = Ia x, p 


dz òz_ dJZ ^ ^ j)z_ 1 _ dz_ 

dx “ 9X dx “ 4 ôX’ q ~ y J? 


rodui a oquaçâo dada a Á) 



i 



do Tipo III. 


F&semos : x — PQC aY) — F (u). Daí : “jp — ^ e 

dX du òY du 

A) transforma-se em = z 2 - az —■ 

\duj du 

Então : d £ = A 2 (V^ã+4 -a), 2^ =■ (V^Ti - a) du 

e ln z 2 - (V> +4-a)(u + &). 

üma solução completa é : ln z 2 = (yj a* +- 4 - a) (ln * -f a Ia y +. {»). 
Não há solução singular. 


14) 


Reaolver p 9 -f- y* - 2 » (x -f- p) ou * = x + y. 

A transformação Z — lo 2, p *■ 2 — » ç = 2 — 

òx . by 

reduz a equação dada a 

(fr-Kf)'-*— (fy-*-»- ( fy.^^iv. 

Farendo : (!§)’ - * - « - V - (|^)’ 


D*«: # = (« + *>» 


e f = (y-a)í. 


. r _I_ 

Uma solução completa 6 : Z ** J (a + z ) * dx + f (y - a) 4 dy + 6 


ou 


In * = ( a 4- *)*« + |- (y - o)3fl 4. fc. 
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MÉTODO DE CHARPIT 
15) Rceolver I6p 2 z 2 + 9ç 2 s a 4 4z 2 - 4 — 0. 

Scia : J ( i , v, z, P, <?) - I€p 2 z 2 + 9 q 2 z 2 -f 4z 2 - 4. 


D*: fl.o-2.fi 

dx • *y ôz 


z + Í8y 2 z + 8?, — - 32pz 2 = !%z* 

op dç 


e o sistema auxiliar 


dx dy 


H + 1& - a -i -( v s J- + q a l\ 

dx \9j ay ap dq V dp *o q / 


dp __ dq 

32p 3 z + 18 pq 2 z + 8pz " 32p 2 qz + Í8q* z + Sqz 

dx _ dy de 

" -32 pz a _ -18çz 3 ” -92p*k*-18q*z*' 

Usando oa multiplicadores As, 0, 1, 0, Arp, temos : 

4z (32p 3 z + 18 pq* z + 8 pz) + I (- 32pz 2 ) + 4 p (- 32p^ z 2 - 18ç z z 2 ) = 0 
dx + 4p ds -f 4z dp — 0. 


Então : * + 4 pc “ a e p — 


x - a 


Substituindo im equação 


diferencial dada, encontramos : ( x - a) 8 + 9 q 2 z 2 + 4z 2 - 4 = 0. Usan- 
do a raiz q = ^ 1 — z 3 — (x — u) 3 , tfz = p dz + ç dy = - - dr + 

2 , f Z[*d*4-±b-a)dx] 

+ r- V 1 “2 a - T< 2 - a) 2 <*V ou d v “ , 

32 v 2 Jl-, 8 -ite-«) 8 


Então: y-6 = -^-\jl-z 2 ~ -J-fa - a) 2 ou — ~ • -f -f-z 2 = 1 

é uim solução completa. Ê uma família do olipeóidee com centros no plano 
;rOj/. Os semi-eixos dos elipsóides são : 2 unidades, paralelo ao eixo dos x ; 
3/2 unidades, paralelo ao eixo dos y ; e 1 unidade paralelo ao eixo dos i. 
A solução singular é dada pelos planos paralelos z = ± 3. 


Outra solução completa pode ser encontrada, notando que a equação é 

do Tii>o III. Usando F (x 4- ay) = F ( «) e fazendo p «■ — e ç-o — .a 

Ou ati 

equação dada transforma-se em : 




+ 4z 3 - 4 * 0 ou 


1 - z 2 V 16 -f 9a* 


Daí : - V 1 - 2 2 - 2 (u +• fc) = • (z + cy + &). 

V 16 + 9a 2 Vl6+9a 8 

Esta solução completa (16 + 9a 2 ) (l -z 2 ) = 4 (z + ay -f ft) 2 representa 
uma família de cilindros eiíticos com a geratriz paralela ao plano xOy. O eixo 
maior de uma seção transversal sc situa no plano xOy e o eixo menor é de 
2 unidades e paralelo ao eixo do» e. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 

Achar uma solução completa e a solução singular (se houver). 


10 ) V - í 2 

Resp.: 

17) p*-fp = 9* 

Re*p. : 

18) pç = p 4* <7 

Resp.: 

19) 2 — pz 4* gy + pç 

Resp.: 

20 ) p* + g a - 4* 

Resp. : 

21 ) pz = 1 + g 3 

Resp.: 

22 ) 2 * (p 2 + q 2 4 . 1 ) - 1 

Resp.: 

23) p 2 +pq - 4z 

Resp. : 

24) p 2 -x q*-y 

Resp.: 

25) yp - x 3 q s = x* y 

Resp.: 

20 ) (1 -y a )*g 2 +y 2 p = 0 

Resp.: 

27) x* p ? - yjg - t* - 0 

Roa-p.: 

Sugestão: Use X — 1 / 2 , 

F = Inj 

28) a4p* +y*zç- 2 z 2 » 0 

liesp.: 

Sugestão : Use X = l/r. 

V - l/v 

29) r 4 p 2 +• y 2 9 = 0 

Resp. : 

30) 2pi / 3 - ç 2 r = 0 

Resp.. 

31) 4 -? 2 

Resp. 

32) *p 2 - t/ 2 p + y 2 ç = 0 

Resp, . 


+ V z 2 ~ 4Õ 5 ) = 4 (x + ay 4- b) 
') (1 - *) - {x + ay + 6)2 ; 

8.S., Z* -1 = 0 


t, dp dz 

bugestao: =-_^7 


f (1 - a) 


33) pg 4- 2x(y -f 1 )p + y (y 4- 2) q - 2 (y -f 1) * = 0 

7?<sp. ; 2 « ax + 6 (y 9 + 2y 4- «) ; 

s.s., z + x (y 3 4- 2y) = O 



Capítulo XXXI 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS 
HOMOGÊNEAS DE ORDEM SUPERIOR COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 


(D 


Uma wpiaçSo tal como 

(*• + »*)£ + 2*^3 + 


d z z 

dx % ** dxdy 2 dy 3 

• , dz . ds . 

+ z 3 — + * — + yz 


a 2 z i c a 2 * , 

+ + 




linear na variável dependente z e em suas derivadas parciais é 
denominada uma equação diferencial parcial. A ordem de (1) é 
a terceira, que é a da derivada de ordem mais elevada. 


Uma equação diferencial 




( 2 ) 


d 3 Z 


dx* 


+ T v 


d*z 


dz*dy 


■ 1 . 2 . d * Z + ~ = * 2 _ 1_ 7 .3 

+ 2 dxdy 2 + dy 3 * +y ’ 


em que as derivadas são tôdas da mesma ordem, será chamada 
homogênea, não obstante não haver concordância entre ob autores 
na aplicação dêsse têrmo. 


Equações diferenciais lineares homogêneas com coefi- 
cientes constantes. Consideremos 


(3) 

(4) 

(5) 


dx dy 

** + B -rb+cg-o, 

dxdy dy 2 


dx 2 


' rd*Z 

dx 2 


d 2 z 


\ ^ + *-£^ + <7=-* + 2* 


3 2 g 

dy 2 




dxdy 

onde ofl números A, B, C são constantes reais. 
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Será visto, em prosseguimento, que os métodos para a soluçáo 
das equações (3) - (5) são paralelos aos usados na solução da equa- 
ção diferencial ordinária linear 

f(D)y - Q(z) onde D = 

Empregaremos dois operadores, D x = — e D v = — , de 

• oi oy 

modo que as equações (3) - (5) possam ser escritas : 

(30 j(fi x , D v ) z = (AD C + BD,) z — O, 

(40 j(D, , D,) z = (ADl + BDJD, + CD ‘ ) « = 0, 

(50 /(D., D.) z = (A D’ + BD.D, 4 • CD“) z = z 4- 2y. 


A equação (3') é de primeira ordem e a solução geral (Capítulo 
XXIX) é 


* - 4>{y -~-z), 


<f> arbitrário. 


. Suponhamos, agora, que 2 = 4(y 4- mx) = £(u), <t> arbitrário, 
é uma solução de (4Q ; substituindo 

_ _ ds _ òp õu _ dtp 7) — de _ ^ du _ 

mZ “ Hx~ du dx ~ m du' " z ~ dj) * du dy " du 


em (4% temoe: 


( 


(Am 1 + Bm + O - 0. 


Como $ é arbitrário, dtp/du não é idênticamcnto nulo; assim, m 4 
uma das raizes m = mi, 1&2 de Am 2 + Bm + C = 0. Se wii ^ W 2 , 
z = dn(v-Imix) e z = tafori-.fltez) são soluções distintas de (40. 
Evidentemente, 

z = £i(p 4- m\j) 4- <Pz(y 4- w» 2 r) 

é também uma solução ; encerra duas funções arbitrárias c 6 a 
solução geral. 

Mais geralmente, se 

(6) = ( D t -miD,)(D t -m 2 I) w ) (D x -m m D t )z = õ 
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e se m\ ^ m 2 ^ ^ m %} então 

(7) 2 -=^i(i/ + m v x) + « 2 fy + ™*x) 4- + 6, (V + W,x) 

é a solução geral de /</)*, D*)* = 0. 

Exemplo 1. Resolver ( D 2 X - D Z D„- GZ>*) - (D- + 2D,> (D* - 3D,) z - 0. 

Temos : n»i = - 2, ms — 3 e a solução geral 6: y — <?/ - (y+&r). 

(Ver tambóui Problemas 1-2). 

Se mi = m<2 = m* p 4 m*+i p 4 ^ de modo 

que (6) transforme-se em 

(60 j(D x , D v )z - (D x -mil> v ) ft (2> c -mm^>if) (D,-m n D t )z - 0 

a parte da solução geral, dadu polos & fatores iguais, correspon- 
dentes, 6 

d>i (2/4*mi x) 4- x<t> 2 (y+mi x ) 4- x 2 d>3 (*/4mix) 4- 4- x*~ l (j> t (y 4- wu*) 

e a solução geral de (G') ê 

z = 0i (y 4 wjx) 4- z<p 2 (y 4- m\x) 4- 4- 

4 x k ~ l fa(y 4- Wix) 4 <>*+i(y 4-ra*+ix) 4- 4-^n(|/4M, 

onde <t>i , 4>2 , <t>* são funções arbitrárias. 

Exemplo 2. Resolver 

(D* - D 2 X D V - $D t D? + 12D* U ) z-(D x - 2 D,)* {D X + 3D y ) 2 = 0. 

Temos : m\ - m a = 2, m a » - 3 e a solução geral é : 

2 => «x [y 4- 2x) + xfr (v + 2i) + ds (V ~ 3z)- 

(Vor também Problemas 3-4). 

Se um dos números, digamos mi , d© (6) fôr imaginário, um 
outro, digamos m- 2 , será o conjugado de m t . Sejam rm = a 4- bi 
e 772 2 = a - bi de modo que (6) transforme-se cm : 

(6") f(D i ,D i )z = 

= \D S - (a+ bí)D„\ [D t - (<* -bi) D v \ (D x -m 9 D 9 ) (D,- m„D B ) z = 0. 

A parte da solução geral dada pelos dois primeiros fatôres 6 : 

4>i ( y 4*«x 4- ibx) 4- <h (y 4 <** - tbx) 4 - i [4>i (y 4 ax 4- tfcx ) — $2 (2/4- ax - ibx) ], 

(tpi,«p 2 arbitrários, funções reais), c a solução geral de (6") é: 

* - <h(y 4 ox 4- »&*) 4- <h (y 4- ax - i&x) 4 * [*a (y 4- ax 4 «*>*) - 

-<f> 2 (y + ax-ibx ) ] 4 <t>s{y 4- m-ix) 4 4- 4>*{y 4- m n x). 
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Exemplo 3. Resolver (Z>J - 1>V\ + 2D l D l ' S£> * D Í + 1 “ 

= (D, - O,) 3 (O* + -J. (1 +í /Ü )D,1 [Z>. + i d VU)D„1* - 0. 

Temos : m, - m a - 1, m, - - (1 + » VTÍ ), m, - - | (1 -i VII), « 

a solução geral é: i - ftf + *> + <* + *> + " T< 1 + *'VÜ)*] .+ 

+ «b- £ <l-iWÜ ■>*]+<!** {»-4-CI+iVll)x} - 
- «* U- ■*■(!-» V5í)*}l. 

(Ver também Problema 5). 


À solução geral dc 

(50 j{O ti D t )z = (dZ>* + + CD y) z " * + 2y 

é a solução geral da equação reduzida 

(40 /(D„ ü,)2 = (ADl + Bü s D t + C2>J)s - ° 

mais uma integral particular de (5'). Designaremos a solução geral 
de (40 como a função complementar de (5). 


Para estabelecer processos para obter uma integral particular de 
(8) f(D g , D v ) 2 =*(,D x -miD y )(D,-m*D v ) (D t -m a D v )z = F(x t y), 

definiremos o operador — jj-y P°^ a identidade 

)( ' D ” d,) J(p77d 5 f< - z ’ y) ~ F(,c ’ v) ' 

A integral particular, representada por 


z 


1 

/(*., Ar) 


F{x, V) - 


1 

= ( D z - m\D,) (D, - m 2 D,) (D« - m n Z>„) 


V ), 


pode ser determinada, como no Capítulo XIII, resolvendo n equo- 
ções de primeira ordem 



u\ - 


D. - m jT. F(X ’ y) ' U2 ü 1 -n,- I D, 


- U\ 


I 


z = U n 


1 

D e - m\D„ 


«n-l • 
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Note que as equações de (9) são da forma 
(10) p - mq = g(x, y ) 

e que necessitamos apenas de uma solução, quanto mais simples 
melhor. No Probl. 6, abaixo, estabelece-se a seguinte regra para se 
obter uma tal solução de (10) : calcula-se z = f g{x, a-mx) dx, 
omitindo-se a constante arbitrária do integração e, em seguida, 
substitui-se a por y mx. 

Exemplo 4. Resolver (D a x - Ü z Dy-pü\) *-(!?*•+ 2D V ) (D x - 3 Dy) z=z+y. 
Do Exemplo 1, a funySo complementar é: z = <tn (y-2x) (y +3r)- 
l’ara obter a integral particular, designada por 

* - D.+2D, [d. - ao, ( * + y) ] : 

o) Fas-ee u ~ rr — * (x -f y) e obtém-se uma integral particular de 

u s — àU y 
(D s - 3 Dy) u = x +y. 

Pelo proces&o do Problema 0, tem-se u = J \x + o - Zx) dx — ax -xr 1 e, 
substituindo a por y -f- Zx, u<~xy + 2x 2 . 

b) Fas-ee z = ^ 2Z>, u “ D x + 2D V + ^ e obtém ' fie integral 

particular de 

(D g + 2Dy)z - zy + 2x*. 

Então : z = f [x (a + 2r) + 2x*] dx — — ar 2 4- e, substituindo a 

z o 

por y-2z, 2 y + 

A solução geral é : z = 4>i (V - 2*) + <te (V + Sr) + \ **y + j x*. 

(Ver também Problemas 8-9). 

O método dos coeficientes indeterminados pode ser usado se 
F(x, y) contém sen (az -f by) ou cos(az -J- by). 

Exemplo 5. Resolver 

tf>* + SD.U, + 5 Ifyz- [D.-- i-(-5 + V5 ) ü,| l», - 4-(-5 -Jl)D,\z- 

-= * sen (ac - 2 y). 


A função complementar é: 

«-*,[» + -Í- (-5 + V5)*] +*,r» + i(-5-V5)xl. 
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Tomemos como uma integral particular : 
s - Az eon (3* - 2j/) 4- Bx oos (3* - 2y) 4- C sen (3r - 2y) 4- D coa (3x - 2y). 

Então : 

Diz - (6A - m COS (3* - 2y) - (6B + 90 ac= (Sx-2y)- 

- OBx coe (ar - 2y), 

DzDyZ = (-2A+6Z»c«(ai- 2|,)-H2B+80 M n(3x-2 I /)+6^ S c n (aç-2i,)+ 

^ + 6Bi coa (3a: - 2y), 

D t, - - 4D cob (3* -2y) - 4C *<*n (3* - 2v) - 4A* sen (3a: - 2y) - 4£* cos (3x - 2y), 

e V (£>2 + 5/> í D f +õDj)z = Aa:8eu(3i-2y) + BícoB(3ar-2y) + 

+ (C + 4B) sen (3x -2y) + - 4A) cos (3x - 2y) =■ x sen (3x -2y). 

Logo: A — 1, B = C — 0, D = 4ea integral particular é: 

z «iBen(3x-2y)-f lcoa(3*-2y). 


A Bolução geral ó : 

, _ *, U, + -i (-5 + V6 )x] + * [» + *<-* " VS )x] + z<*m (3* 2») + 

4- 4 cos (3x - 2y). 
(Ver também Problema 10). 

Podemos usar métodos abreviados na obtenção doa integrais 
particulares semelhantes aos que foram vistos no Capitulo XVI. 


0) J(D„ O.) 6 """ f(a,b) 

Se /(o, b) - 0, temos )(D„ D.) = (D,-j»,)’í(®» D ' J ’ onde 
g(a, b) * 0 ; então 

1 • 1 1 1 


e «+e* j sendo /(o, *>) 5* 0. 


1 1 


(D. - i D,)' ^ ‘ ^ b) W. - T *>■>' 


• e‘ 


«+>» 




€ a*+6|f _ 


g(a, b) t 

< 


e 


« 3 ^kr® + w - + Wl 

sendo /(-o a , -«b, — b 2 ) 5* 0. 
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Exebiflo 6. Resolver 


(D* - 3 D X D V + 2 D 2 v )z - (/>- - D v ) (D, - 2 D v )z - <**+*' + «*+' -f aea (* - 2 y). 


A funçào complementar é : z « 0i (y + x) + (y + 2r). 

F ' ntr ‘ 0: ’ 2 a -3 2-3-f2-3 2 021 h3w " T <2í+3 ' 

6 um têrmo da integral particular. Como <fii (y + z) inclui e 1+#l , temos: 


D£-*DtD,+ZD£' 


l ( l .*+A = 

D X -D„\D X -2D./ ) 

= 1 — Y. -J . L_ 

J>r— 2 >,\l- 2 .r ; Z> a -D r 


i ,+, =-xe ,+ » 


Tem-se também: •» <* “ ®»> 


-l-3(2)+2(-l)(-2)» Sen te " *> “ - h> 1 (X ~ 2vl 


A solução geral é : 

2 = 9i (y + *) + 02 (y + 2r) + -j e Zl+3 ' - »P+* - ^ sen (z - 2?/). 

c) Se F(z, y) fôr um polinómio, isto é, F(x, y ) = onde 

t, ,? sejam inteiros positivos ou nulos e p tJ sejam constantes, 
podc-sc empregar o processo exemplificado abaixo. 

Exf.mplo 7. Resolver (X>^ - D X D„ - 6 Djj) z - * -+• y. (Exemplo 4.) 
Para uma integral particular, temos : 

»x Dl 

“ 5|1 {1 + 5; + •••!(* + v)l “ £»(* + » + èd ~ 

= ^ (x+y + r) = í? (2x “ “â“ ** + 'è’ 


Xote que [x + y) = 1 e i 


(Ver tambóm Problemas 11-13). 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Resolver : 

(D\ + 2 D 2 J>, - D r Dl - 2 D*) z = (D z - D tt ) ( D s +- D t ) (i>* + 2i> y ) z = 0. 

Temos : mu = 1, m 2 - - 1, «3 “ - 2 e a soluçáo geral 6 : 

2 ■ 4>i (y -I- z) 4- te (v - x) ■+• (y - 2x). 

2) Rwulver : (!>l - EO=D, + 5 D.Dj + 3D^ - 

= CD, - 3D„) [D, - (1 + V2 ) 0,1 \D Z - (1 - V 2 ) 0,1 2 = o. 

Temos : m, = 3, <n* = 1 + \ í 2, m 3 = 1 - V2 e a soluçáo geral é : 
> - ti <* + 3x) +*, [y + (1 + <2)x] + *» Iv 4- (1 - V*)«l. 

3) Resolver : (i^ + StíJ», - 4Z>J, < = (»,- D,) (D, + 2D,)» * - 0. 

Como 7T.i = 1, m 2 = ws = - 2, a soluçáo geral 6 : 

z * <h .(y + X) + 4>i (y - 2z) * <t>s (y - 2 r). 

Outra forma da solução geral é : 

z *■ £i (y 4- x) + <h (? - 2-r) 4- y «fa (y - 2x). 

4) R«o1ver : (7 )J - -4 I»J) z - (Z), - I>„) 2 (D x + D v ) 2 z “ 0. 

Temos : m> = m* = 1, m 3 « m* = “1 e a soluçào geral é: 
s = (y + z) + x 4> z (y + x) + >t>3 (y - x) + x <t>* (.U ~ *)■ 

5) Resolver : 

{1% - 2D Z D X + SDj) 2 - [D s - (1 + 2t) D,1 tf>* - d - 2i) D p \ z - 0. 

Como m - 1 4- 2i, m 2 = 1 - 2 1 , a soluçáo geral é : 
z = <*x (y 4- 1 4- 2fcr) 4- «*> (u 4- x - 2ix) -4 1 Id*s (y 4z4 2*x) - 4*2 (y + £ - 2*a:>] . 
onde <fo, <t>2 são funções reais. 

Tomando ; 

4 > i (u) = cos 14 e 4*2 (w) = e“, como 

e <r>r = cos bx 4- * seu bx, seu 6x - ^ ifi tiz - c~ íir ), 

g -i&* ^ _ t * gpn 5 3 . ) cos bx = — (e l9z 4- e~‘ r>z ) l temos : 

*,0/4x4 2£z) ~ cos (i/ 4- x) cos (2 iz) - sen (y -4 x) sen (2 ia) “ 

— co* (y 4- s) coeb 2z - i sen (t/ 4 x) senh 2r, 

£i (y + x ~ 2is) — cos (y -4 x) cos (2tx) -4 aen (y 4 x) ecn (2ix) — 

= COS (y 4- x) cosh 2z + i »eo (y +i) senh 2x, 

& (y + x + 2tx) - 4* <V + 2 " 2í^r) = - « f+x " 2í * = 

= e*+* (é iíx - e ^ íx ) = 2ie t+I sen 2x. 



eqüaçOes diferenciais 


Obtém-se, então, como uma integral particular : 

x — [cos (y + *) ooeh 2r — * een (y 4- ar) senh 2al 4- 

+ [coe [y + x) coah 2x + * sen (y + x) seali 2*1 +• 

4- í (2 it* +t sen 2s) = 2 cos (y 4- z) ooflh 2x - 2e* +z sen 2r. 
Note que 2 6 uma função real de r e y. 


6) Mostrar que uma integral particular de p-mq — g (x, y). pode ser deter- 
minada integrando dz = g{x, a- mx) dx, omitindo a constante arbitrária 
de integração e, em seguida, substituindo a por y 4* 

O sistema auxiliar é : — « — - — r— • Integrando a equação for- 

1 -m g(x, y) „ , 

madn com os dois primeiros tármoa, temos : y 4- mx = a. Com esta relação, 
& equação 

dx dz . e dx dz 

1 g(x,y) 1 g{x,a-mx) 

Então 12 = f ç (x, a-mx ) dx e, a fim de não 6c ter constante arbi- 
trária, substituímos a por y 4- mx na Bolução. . 


7) Com o processo do Problema 0, achar integrais particulares de: 

a) p 4- 3ç = cos (2x 4- y), b ) p - 2q = (y 4- 1) «r 3 *. 

o) Temos : m = - 3 e g (x, y) = cos (2x 4- y). 

Daí : z = f ç(x, a-nut) dx = ^ cos (2x 4- a 4- 3x) dx = ~ sen (&x 4- a) 

c, substituindo a por y - 3x, a integral particular procurada é : 
z - •— een (2* + y). 

b) 2- / (7 (x, a~mx) dx — f (a - 2r -f l)^*dx » 


Substituindo a por y 4-2*, temo» : 


2 - y (y + 2.4-1) «■*--!- 3^* + 

8) Resolver : (2>* + - 8I>J) z = (D, - 2D y ) (D x 4 * 4D f ) z = V^ + 

A função complementar é: z«=$i(y + 2x)4-$a(y- 4x)- 
Para obter a integral particular, deeignada por 


(D X -2D W ) (D* 4* 42?,) 


2* + 3y, 
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obtemos de (Z>* 4 iD t ) u - V 2* 4 3y a solução 

u - f[2a 4 3(a-mz)l 13 dx - f [2x 4 3 (a 4 4a)) 1 ' 2 dx - 

= /( 14* 4 3a} 1 / 2 d* - ^ (14* 4- 3a)3/2 = (2* 4 3y)3/ 2 

e de (7)* - 20 r ) 2 " u = ^ (2* 4 ZyYf 2 , a solução 

í = ^ / 1(2* + 3 (d - 2*)P“ dx = - ^ (3a - 4 x)‘P - - ^ (2* + 3?)»/*. 

A solução geral é : z - (y 4 2x) 4 <pi (y - 4x) - ^ (2* 4 Sy) 5 / 2 . 

0) Resolver: <2> r - 2 D,) 2 (D, 4 3D„) * = ***+*. 

A função complomoutar 6: e = 4i (y 4 2r) 4- rfa (y -f 2z) 4- <h ÍV - 3r). 
Para obtor o integral particular, designada por 

__i ! } p2i+v 

(D r - 2D t ) (D, - 2 ü y ) (D t 4 3/7„) 
obtemos de ( D x 4- 3 D v ) u = t 2l +» a solução 

u = / dr = / ff®*+°dx ^ j e**+ a = ; 

. de {DÍ~2D t )v - u = y e a *+» a solução 

*> = i- / «a*+(«- 2 *> dz = y z e a = y ze 2 *+* ; 

e de (D* - 2/>„) z = v - y x e 2z+ * a solução 

A solução geral é: 

2 - *i (y 4- 2x) 4 x<tv (1/ 4 2r) 4 te (2/ - 3z) 4 ^ ^e 2 * 4 *. 

10) Resolver: (D* x + D 2 J> t - D^-Dl) z = (D x + n v Y (D c -D r ) z - e* co&2y. 
A função complementar é : z = (y - x) 4 *#2 (y -r) 4 <t>z ( 1 / 4 x). 
Tomemos como uma integral particular z — Ae* coa 2y + Be 1 sen 2y. 
Então ; 

tf x z - A« t eofl2y + B«*8en2y, Z>*Z>J z = -4Ae*cos 2y - 48c r sen 2y, 
D^D, s - - 2Aê x sen 2y 4 28e a cos 2y, ' Cj 2 = 8Ae* sen 2y - 8 Be* cos 2y. 
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Substituindo na equação diferencial dada, temos : 

(5 A 100) e * coa 2y + (5B - IOA) e* sen 2y - e* coa 2 y, 

do modo que A — 1/25 o B = 2/25. 

1 2 

A integral particular é : z = — e* cos 2y + ^ e’ sen 2y, e a Boluçfio 
geral é: 

1 2 

r » (D-a;) +^(y-r)+<^(Z/ + a:) + 2ge'cos2y + — c'een 2 y. 


11) Resolver : (/>* - 20*0*) g - D X (D Z - 2D V ) g « e 9 * + s*jr. 

A função complementar é : s •= 0i (y) + te (y + 2x). 

1 . . 1 


Uma integral particular é dada por 


e 2 M 


D\-2D C D V Dl-2D Z D, 


z*y. 


O primeiro tfamo dá: (2)2 'l j(2) (0) 


* e 2 *. Do segundo têrmo: 


k-r& x ' v -k 1+ *°' + ■ ) * tt 

Dx 




X*v 


obtemos; - 7 ^- + ~* A solução geral é : 


1 2® »j X 4 

- Pi (id + te (y + 2*) + + 20 + 60 


12) Roaolvor; 

(l£- 5^3) 2 « ( d x 4 í),) {D E +2D,,)(D*- 3D,) z*8cn(x+2j/)+e 3 *+*. 

A Função oomplcmontar 6 : 3 — te (y — x) + te (y - 2x) + «*>3 (y + 3x)- 
Uma integral particular 6 dada por 


(n,+r),)(Dl-Dj>,-e,nb 


een(«+2y) + 


(D x - 3D p )(Dl+SD J> t +2D 2 V ) 


«**+*. 


Nota. A separação no primeiro têrmo é apenas por conveniência, i. e., 
poderíamos ter escrito : (Üi+2Dj) (J> 2 _ ^ «“ <*+*>■ A ^ 

raçfto no segundo têrmo, porém, é necessária, porque 6 3l+,f é uma parte 
do têrmo «fo (y + 3x) da função complementar. 
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Para o primeiro têrmo : 

1 


u> 


,+n,)(Dl-D,D.-6I>l)‘ Xn(X+2!) £» + », -1+2 + 24 


w» (r + 2 y) 


- à nl *" ( * + 2y! ■ 25 V) (D ‘ - D,) ** (l +2i,) ■ “ k 005 ( * +2v) - 


Para o segundo têrmo : 
• 1 


Ix-H» = 




(D, - 3D,) (i>2 + 2I> x D ¥ + 2Dj) D r -3D„ 9+9 + 2 


- 1 -3r+7 = 1 r^ir-fff 

20Z>*-aD, 20 • 


A soljçáo geral 4 : 


z = <*i (v - x) + ^3 (y - 2x) + to (v + 3a) - cos (z + 2y) + ^ x e J *+v. 


13) Resolver : (Z>£ - 7D 2 D] - 6Z)J) s - cos (*-*) + z 2 + xy' 1 + y». 

A equação reduzida & a do Problema 12. Urna integral particular 6 
Had» por 


1 


(D r + Dv)U>t-D,D t -<lDl) 


coa(x~y) + 


I%-7D c Dl~ÔDl 


(e 2 + Tj/ 2 + y*). 


[Note quo cos (z —y) 6 parto da função complementar ; aseim, o fator 
correspondente (D x + D y ) deve aer tratado separadamente.] 


Para o primeiro têrmo : 

I 

(D, + D,)(Dl-D,D,-fil%) 


c08(x - s> '’T57Td;' 08ÍI ' ! ' ) - 


Devemos resolver ( D t + D t ) u - — cos (x - y), o que dá ; 

\ f i /• 1 

u — — y cos [r -(a + x)] dx *= — y cos (-a) dx = 

= — x cos (-a) - j x e° s (x - y). 


Para o segundo têrmo : 
1 


D\ - 7DjD* - 6D 


(**+***+¥») 


D? D?' 


+-+•1) 


(r 2 + xy* + y») - 
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+ ~s(2x + Gí/) + ^(0» = ^(x 2 +xy 9 + y 3 ) + ^ (2x + 6y) 




Dl 


Dl 


+ 1 - T2*' + <r 5 (l + 2ly) + s* 4 * + W- 


A solução geral é : 

* = *i(y-z) 4- **(y-2*)4-^fo 4-^)4- + + 

+ ^ 5 (L+ 21y) + 5 ■ *V + i *V. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 

14) (i>^ - 8 D,D k 4- 15 Z)J) z = 0. Rcíp. : 2 = <*i (í/ + 3x) + <fc (v + *») 


15) iPl-2D x D v -D 2 v )z = 0. 

Itcsp.: a = * [y +*( 1 + V 2 )] + *» [y + * (1 - V 2 )] 

16) (D* - 4D*D, 4- 4 Í)J) z = 0. B«p.: 2 - <1/ + 2*) 4- 2*2 (y + 2x) 


17) <Z>J 4- 2D2/) v - D X D l - 2»J) z - 0. 

Resp.: z = <h (y 4- *) 4- <h (y - *) 4- *3 (y - 2 x) 

18) (D*dJ + *£*>*) * - 0. 

/tesp.: z = £1 (y) + **2 (y) 4- (a) 4- y<t> 4 (*) + (v - *) 


19) (Dl 4- 5 DxD v + 6 D 2 V ) z - z 1 "*. 

Resp.: z = <#>1 (y - 2 j) 4- ^2 (y - 3») + 2 _e * - *' 

20) (Z^4-D;>z - i*v>. 

Kesp.: z = <h (y + iz) + 0 i <V “ «) “H Ifc* te + **) ~ * a ^ **N + 


+ MÕ 


21) (£>| - 32^»» + 4T>®> = - *•«*. 


B«p.: * = *1 <y-*)+*a(v+2*)+»te (y+2xH-g- z 2 e‘'«* 


22) <D» + 2D*D, - n,tf - 2D*) í - (* + 2) 

Resp.: z = <h(y+x) + te(y-x) + to(y-2) + !/* 1 


23) (»! - 3Í>^>, - 4D,Z)J + 12 Z>J) z - sen (y + 2*). 

Rop .: z-*i(y-&) + *z(V + 2z)+«(y + 3*) + 4* 8ea <» + 2a! > 
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24) (Dl - 3 D t D\ + 21^) i - \ a: + 2y. 

g 

itap.: 2 - *, (y + *) + s*a & +*> + ** (V" 2 *). + 525** + W* 

26) (D* + - 6£> z Z>J) .-*»+**• 

2 1 1 

R«p.: í - *1 (»)+*a (y+2*)+«te ÍI/-3 j) + ^ 3 a - 

26) (D\ -4D 2 J), + 5 D t D\ - 20*) z - e*+* + e>" 2 * + e» +2x - 

Retp.: * - *1 (y+x)+^ 2 (y+x)+<^(y+2r)-^x*^-^«»- a * +** +a - 

27) (Z>* - 2DjZ>„) 2 - 2e 9 * + 3**y. 

Resp.: e -^(y)+x^(y)+^ J (y + 2í)4--|-í 2 *+^* 5 í/ 4-j^z 0 

28) (/)® - 3 D X D\ - 2 D\Yz - cos (® + 2.y) - e* (3 -f 2x). 

2&sp.: z » ^i(y-x)+z^(y-x) + *3 (y + 2x) + ^ sen (s + 2y) + ae* 



Capítulo XXXII 


EQUAÇÕES LINEARES NÃO-HOMOGÊNEAS 
COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Uma equação diferencial parcial linear nâo-homogênea 

com coeficientes constantes, tal como 

J(D X , !>,)* = (tf* -Dj + 3D, + + 2)2 - 

= {D z + D, + 1) (/>, - D, + 2)* - ** + *y, 

é denominada redutbel, porque o primeiro membro pode ser fato- 
rado, cada fator sendo do primeiro grau em D z , , enquanto 

que 

/(0 r , />.,)* - (D.o. + 20 ^) z - 0,(0, + 20j) z = cos(x-2l/), 
que não pode scr fütorada chamada irredutível. 


Equações nao-homogêneas redutíveis. Consideremos a 
equação não-homogênea redutível 

(1) j{D S} Dy)z - 

= (aitf.+ kitf.+ciHaztf.+ fotfi+ca) 

onde a t , b lt c, são constantes. Qualquer solução de 

(2) (<itD r + &A, + c t )z ■* 0 

é uma solução de (1). Do Problema 5, Capítulo XXIX, a solução 
geral de (2) é 


(3) 

2 - e C,X,ti <t>{*ty- bix), 

a t ^ 0 , 

OU 



(3') 

z = fVh t(a { y- b t x), 

b<* 0 , 


com <í> e t funções arbitrárias de seus argumentos. Então, se nenhum 
par de fatôres de (1) fôr linearmente dependente (isto é, se nenhum 
fator fõr um simples múltiplo de outro) a solução geral de (1) é 
dada pela soma de n funções arbitrárias dos tipos (3) e (d ). 
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Exemplo 1. Resolver : (22)* + D„ + 1) (D* - 3D y -f 2) z =» 0. 

A solução gemi é: z - e~* (2y - a:) -f e~ 2 * (y + 3z). Note que o 

primeiro tênno do segundo membro pode ser substituído por t~ x P \f>\ (2 y — x) 
e o segundo por e 2 *» (z/ + 3r). 

Exemplo 2. Resolver : (21) z -f 32) y - 5) ( D z + 2 D t ) (D x - 2) (D„ + 2 )z = 0. 
A solução geral è : 

z = e »i /2 ( 2i , - &r) + 4>s (y - 2a:) + z 4>a ( y ) + <t>* (x). 

(Ver também Problemas 1-2). 

Sc 


(4) j(D z , D„)z sa 


onde nenhum par dos n fatôres ê linearmente dependente, exceto 
como está indicado, a parte da solução geral correspondente aos 
k fatôres repetidos è : 



~ b\x) ■+■ xfaipw - l>ix) +■•••+ x*~ l <t> k (a\y - b\x)]. 


Exemplo 3. Resolver : (2 D z -f- D v + 5) (D z - 2 />„ + 1)2* - 0. 


A solução geral é : z = <*,, (2 y -i)+r* [fe (y -f 2r) -f r <h (y + 2*)]. 

(Ver também Problema 3). 


A solução geral de 

(5) i(D,,D.)z = 

= • • («»0»4-ô,Z) r 4-c B )^ = / ;, (a:. t/) 

é a soma da solução geral de ( 1 ), [chamada, agora, a função comple- 
mentar de (5)J e uma integral particular de (5), 



z 


1 

/(£*, d; 


Hx, y). 


O processo geral para calcular (6) bem como os métodos abre- 
viados aplicáveis às formas particulares de F(x, y ) foram vistos no 
capítulo anterior. 

Exemplo 4. Resolver : 

J (D x , D v ) z = (i>* - D t V v - 2 D* d- 22)* - 4 i) v ) z = 

■* (2>* — 2/)^) (2> x +- D v + 2) r — *. 

A funçfto complementar é: * = «£i (y + 2r) -f- c~ 2r <f. z (y - x). 
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Para calcular »«* - (D ,- 2D , H b, + D 7+ » ^ 

primeiro, (D, + D, + 2) u-ye* cujo sistema auxiliar 6 : j - f- 

du dx du . _ 

Obtemos y ~ z + a fàcilmente e a equapio ^ ^ - y ou ^ f 

= yeS „ ( T + n ) e>. Esta equaçáo tem e 2e como fator de integração ; assim, 

w=» - /( I + a)e»‘*r = y ~ | ^ 1 " 

- L x ** -jc*’ + j(v-x)e*‘ e u^-^yt 3 * -}«'• 

Resolvendo (D, - 2D,) z = u =■ \ yt' - ^ obtemos s integral parti- 
cular procurada (ver Problema 6, Capítulo XXXI), 

2 “ “ T ^ ”* + f e ‘ _ T e ‘ " 

-|(V + 2r) í *-|«* +| eI= 'T( y + f) e ‘- 

**» " < P '-2D,UD' + D, + 2) ^ re “ ,V ° mOS 

<Z>*+D,+2)« - 3lér “* c,, i° sistema auxiliar é: y = y “ EnUo: 

„ = X + a e dc ^-TT- ou ^ + 2u - to- - 3(ir-a)<r* 

y = x + a, e ac _ 2u 1 dy 

ue 2 v = sf (y-a)e'd V = Z(v~ 1 - a) e* =* 3 (x - 1) e* e t* - 3 (* - 1) e“*. 
Resolvendo (D s -2D v )z ~ « - 3 (x - 1) r*, a integral particular procurada, 

A sDlução geral 6 : 

, -* l (y + ür) + «-»'*.(»-*) + -i-(»+ 4) 4 ‘ + T (* _ t) 
Exemplo 5. Resolver 

J(»„D s )z - (D2-D I D,-2Dj + 6D I -9D f + 5)*~ 

= (D x + D,+5)(P,-2D r + I)r - ^ + e*+». 

A funçfio complementar é : c - e“ 8 * «i (y - *) + « -I ** (V + 2x ^ 

• Para a integral particular correspondente ao primeiro tôrmo da F {z, y), 
1 1 «»***, /(o, 6)^0, 


gax-flv 


y(o, w 


usamoa 7Tõ7T^> ^ 7<ãTw ’ ' ' 

e obtemos 

1 n r +, 1 e tz +* = 4 " í2z+|f * 

D5-I>»D,-M>5 + 6D.-9D,+ B 4-2-2+12-9+5 
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Para calcular -ttjz — JT y eX+> ' notamos que / (1, 1) = 0- 


Isto significa que e*~ v é uma parte da função complementar. (Para ver 
Í3to. tomar <h (k + 2r) - e* +Zr 4- 0a (y + 2z) ; então : e~ x fa {y 4- 2x) = 
= «r- 2 («*+ 2 * 4- v^a íy 4- 2x)] - e* + * 4- «"* ir* iy 4- 2zh Temos : 


j(D I ,Dy) r ' rA ' V D x -2D y +l D z +D v +ò eI+t 7 Z> x - 2D v +l ?*** ” 7 Te ***‘ 
A solução geral é: 

2 = e~** 0 i (y - x) -f- •“* (y 4* 2 j) + y 6 3 *+» + y xc r+ ». 

(Ver também Problemas 4-5). 


O emprêgo da fórmula 

está ilustrado abaixo. 

Exemplo 6. Resolver : 

(D| -f- 3 D\D t - 2 D 2 J i - D* (D x 4- 30, - 2) s « (x 3 4- 2y) 

A função complementar 6 : s — 0i (y) 4- *02 (y) 4- « s * 03 0/ - 3i). Uma 
integral particular é: 

’ - VKD.lzD,- + 

Fasendo : (D z 4- 3Z>„ 4-3)u = z 2 4- 2y, o sistema auxDiar 6: 
dx _ dy _ du 
7 “ 3 “ x 2 4- 2y - 3u * 

Entáo : y = 3z 4- », e de jT - ' &! “ T ou ^ + 3u “ z2 + 2 V> temos : 

««** - f (x? 4- 6x 4- 2«) e 3 * dx - fl** (y s* 4- y a - i? 4- y o) 

1,2 16 . 2 

e «- 3* S -9 X -Í7 + 3 y - 


Agora, fazendo (/>* 4- 2) r = u e empregando o fator de integração e a *, 
y sendo considerado aqui como uma constante, temos- 

w ‘“ =/ í ‘ , ‘(l £ “-| I! -| + Í") ,fa -(T ia -i 5 8 ;,: ^ + } , ') t2 ' 

1,5 17 . 1 

6 *"*6 I Í8 Z ~ÍÕ8 + T y - 
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Finalmente, fazendo (D e + 2) u = v, temos : 




e 


w 


1 . 2 7 1 

12 * 9 1 + 216 + 6 y - 


Daí : z = f/x? 2í+v e a solução geral é : 

í=-i,tó+K,M + < I 'í.(3 > -x) + (^-{ I + 5j 5 + {í) «**-». 

(Ver também Froblemas 6-7}. 


Equações irredutíveis com coeficientes constantes. Con- 
sideremos a equação linear com coeficientes constantes 

( 8 ) 3V>*,Dy)* = 0 . 


Como Z/Z)* (ce a '' f ' , *) = cu r 6'e ar+& *', onde a, b , c são constantes, 

entrando com 

(9) 2 = cc a *<- ftr 

em (8), vem c/(o, b) c iX+t>v — 0. Então, (9) 6 uma solução do (8) 
desde que 

(10) Ha, b) = 0, 

com c arbitrário. Para qualquer valor de a (ou b) um ou mais 
valores de b (ou d) são obtidos pela relação (10). Assim, existe 
mna infinidade de pares ( a t , b<) satisfazendo (10). Além disso, 

^ O.X+&.Í 

(11) 2 “ £ c < e » onde H a *> b i ) ■ °* 

»=1 

é uma solução de (8). 

Se f(D x , D t )z = (Z>, + hD„ + fe)^(D, , D,)*, 
qualquer par (a, 6) em que a Aò -f- k = 0, satisfaz (10). Con- 
sideremos todos êsses pares (a,, !>,) *=(-hb t -lc, b t ). De (11), temoe: 


2 = 


=e-* r E^« 

t-1 i-1 


que é uma solução de (8) correspondente ao fator linear (D t -\-hD x -\-k) 
de f(D x ,D v ). Esta é, naturalmcntc, c~ tr 4 >(y — hx), $ arbitrário, 
empregada acima. Então, se J(D X , /)„) não tiver fator linear, (11) 
será denominada a solução de (8) ; entretanto, se J(T) X , T) v ) tiver 
m <n fatôres lineares, escreveremos parte da solução envolvendo 
funções arbitrárias (correspondentes aos fatôres lineares) e a parte 
restante envolvendo constantes arbitrárias. 



EQUAÇÕES LINEARES NÂO-HOMOGÊNEAS 361 

Exbmplo 7. Resolver : / (At , + I> * + ^ * = ° 

A equação é irredutível. Tcruo* /(a, ») - «P _ + « + b « 0 de modo que 
para qualquer a = a«, 6* - -«<(«< + V- A solução 6: 

® ^2. o/ -a, (V o ' 

« - E ** - E c < e 

t-1 »-> 

com c, e oj constantes arbitrárias. 

Exemplo 8. Resolver : (D* + 2D V ) (D x - 2D„ + 1) (D* " °5‘ 2 = °- 

Correspondendo noa íatórca lineares temos: *« (y -2r) e <te (V* + 2x), 
respectivamente. 

Para o fator irredutível tomos: a-^-O ou « = k 2 - 

A aoluçio procurada A : 


CO 


0 2 r + D y 
. * ‘ 


- - (y - 2r) + e“* ^ <V + 2r) 4- 52 c ‘ * 

i-l 

com C( e constantes arbitrárias. 

Rara obter uma integral particular de j(Dz , ^>v) z -F( x * 
podem ser empregados todos os processos vistos até aqui. 


Exbmplo 9. Resolver : f(D z ,D a ) z = (R* - 


oo 

Do Exemplo 8, a função complementar 6: z - 52 * 

A integral particular é; -^y^5« 2r+3 * - 2 — (3)2 ®‘ Z+3 * = - y ' 2zf3í - 

cc b*i + >.v i 

A solução procurada é: z * ^ c < e ‘ “ yt‘ ,+J ‘'. 

«nnvt\4m r 


i«r._ . . — Pioliiumac 8-1 I>. 


A. equação diferencial (ordinária) de Cauchy f(*D)y -F(x) 
transforma-se numa equação linear com coeficientes constante^ 
por meio da substituição x = e* (ver Cap XVI í). Anàloga- 
mente, uma equação diferencial parcial da forma. 

J(xD„ yD v )z = 52 c r t x’ifD' z D' v z = #■(*, y), c„ - constante, 


reduz-se a uma equaçSu diferencial parcial linear, com coeficientes 
constantes, fazendo-se : 

x = e u , y = e’. 



362 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


Exkmpi-o IO. Reeolvor : (*22>* 4- 2xyD x D y - xD c ) z - 

A substituição a: =■ c“, y = e xD ^ - /> M z, yZV - D*, X '-D 2 z - 
" A« (A - D 2, xyD r D v - DJ), z, i/ij)* z = D. (/>, -\)z tmnsfonna a equa- 
ção dada em : 


[D u (D u - 1) + 2 D u D t -D v ]z = D u (D v + 2D 0 -2)z - e*«- 2 í 

cuja aoluçio 6: r — (v) + e 3 " *2 (u - 2u) - e 4 **-* 0 . 

y 


Asaim, a eoluçáo gemi (expressa nas variáveis originais), é : 

‘ (|D *» + O-Je) -|fr « * - * aí + * *> (£) -1 $■ 

(Ver também Problemas 12-13). 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 
EQUAÇÕES REDUTÍVEIS 


1) Resolver : (2>* D\ 1 3 D, - 32),) * - (D, - J>,) (D, + D, + 3) « - 0. 

A solução geral é : z=íi(i/ + z) + e- 3 * (y - x). 

2) Resolver : D x (2Z>, - D y + 1) (D r -f 2D„ - 1) z - 0. 

A solução geral é : z - <t>, (y) 4- e? 4? (2y + *) -f e* ^ (y - 2*). 

3) Resolver : (2D X + 3Z>, - 1)* (D t - 3 D v + 3)» z = 0. 

A solução geral é: 

z = e T ‘ [*, (2ff-3x) + 2 * 2 (2i/-ar)] + e' [*s <y + 3s) + 

4-y (y + 3*) + y* ** ( y + a*)J. 


4) Resolver : (2D a Z>, + 2>J - 3Z>,) * - (2D Z + £>,- 3) * = 3 coa <32 -2y). 
A funçáo complertentar 6 : z — (x) -4- «r 3 * (2y - z). 

Uma integral particular é: 


2D r D v ± Dl - 3D„ 
3 


3 cos (3z - 2u) 


3 • 


8-3 D r 


cos (32 - 2 y) 


2(0)-4-3D r 

. 3 (8 +- 3 A) 


cos (32 - 2 y) = 


64 - 9 D* 


cos (3x - 2y) = 


3 3 

— (8 -f 37> f ) cos (3r - 2y) =« — [4 cos (3* - 2y) + 3 aon (3* - 2y)J. 


A eoluçfio geral 6 : 


3 


ti ... ÍO_ \ i a vn O ti 
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5) Resolver ; D,(D t + D V ~1)(D X + 3D„-2) S - + 2#». 

A fuuçio complementar é : z - 4i (j/) + ° X (& ~ x ) + *** ^ ~ 

XJuia integral particular 6 indicada por: 

2 = fl,(D, + D,-l)(D. + 8D,-2) ^ ' *** + V) ' 

Para calculá-la, consideremos: 

jL — -{x*-±xy + 2y a ) - r~ (**-4*y + 2y*)- 

D x + 3D,-2' 2 _ 1 + |(D, + 3D,) 

- j 1-1 - T 0>* + 3D„) - -f (»« 4- 3D,)* 1 (a* - 4*y + 2y 2 ) - 

- Y [-(s*-4av+2sa)-(-5*+4y)-7/21— -y ( 2 2 -4íy+2y2 -5r+ly 4-7/2). 

_ j. 

Consideremos, agora : + _ J k 9 - + ty - 5i + 4y + 7/2) = 

- i i -ip, 1 + 5)» , - te » + ** "* + * + 7/2 > - 
_ i | 14 - (D. + D.) + (D, + D,) 2 +• ■ -Kr» -irjr + 2? -6r + 4y + 7/2) - 

= | (í>-4*y + 2y»-7í.+ 4y + 4)- 

Finalicentc : t - (* 2 - 4xy + 2y 2 - 7z + 4y + 7 ) = 


= 7 C * 3 / 3 - 2**y + 2»»* - 7x 2 /2 + -iry 4- x/2). 


A soluçSo geral é: 2 - «1 (») + « r te (V " *) + *» <y - Sx) + 


+ i. (2c» - I2x 3 y + 12 xy* - 212 a + 24xy + 3 í). 


TIPO: 


I 


e «* 4 >* v(x, y). 


/(*>., Dy) 

6) Resolver : (D, + D, - 1) Pz + i>„ - 3) (D, + *>v> * - ** +,+a «* ^ “ *>• 
A funçfio complementar 6 : s « t* tfx (y -*) 4- e 31 <£a 0/ - a) + 4n (v “ x). 
Temos a integral particular: 

<D» 4- D y - 1 ) (D, +- - 3KU , •+ D v ) ***** 005 (2Z ~ ^ " 

“ ^ ( D t + D y 41)(Px4Vl)(^^,^ ^ - (2x - y) = • 
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— gZ+H-2. 


(D x + 2 D Z D, + - l) {D x +D U + 2) 


cos (2x - y) = 


"■••^srrír rã cos < 2i -‘')' 




“ 3^ « a+ * f2 (D, 4- D* - 2) cos (2r - y) = 
“ ^e* +m (sen ( 2 * - 1 /) + 2 cos < 2 * - y)]. 

A solução geral é: z - e *4>i (f/-*) + í»* fe (y -x) + <h (y -*)- 

“ ÍÕ Cl ^ W ’ 3 Ioen (2x ~ ^ + 2 cos (2r - y)J. 


7) Rcsolvsr : D, (D x - 2D„) (D t + 2>„) * = e »+*r (** + 4 ^). 

A função complementar ê: * - *1 (y) + (y + 2x) + *, (y - x). 


Fnra a integral particular 


i MP,-2z>,)<j r + D ,] f,t2 ’ «*• +■ «»*> - 


e z+2t 


* 

<z>* + 1) (D, - 2D^ã)jD7+ D u -f- 3 ) (a:2 + 4y2) ' P riraeiro achamos 

(* 2 4- 4y») - 


“-fl.+k+s^+vi-irn 1 


1 + ? (Z>I + D * ] 
jll- j <D, 4- D v ) + — (D, 4- D,)* 4- 1 <z* 4- 


4& 2 ) 


T [** + 42/2 " 1 <* + *»> + j] = £ (9* 2 4- 3€y 2 - 6z - 24y + 10), 


em seguida 
1 


D S -2D„-Z U ~~3 




1 + 3 - (2 D u -D r ) 


~ { 11 “ { (2D * - D *> + J < 2Z) r - D x )» 


" ~ 8l f 9x2 + 305/2 “ 72& + 58 >. 
c finalmente 
1 


z = 


V - (1 - Z>, 4 - DJ 4-- • • )* = -- (9x 2 4 - 36 y* - l&r -72y 4- 76). 


/>,4-l 

A solução eeral é: 
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TIPO : EQUAÇÕES IRREDUTÍVEIS 


8) Resolver f(D a , D v ) z = (D, - 7>J> 2 = e 14 ’''. 

» »**+»<» 

A função complementai é: 2 = £ c 4 e ' do Exemplo 

»-i 

O método abreviado para o cálculo da Integral particular f (D ' n,)**** 
não pode acr usado, porque J (a, b) = J (1, 1) = 0. UsAremoa o método dos 
coeficiemes indeterminados, supondo que n intogml particular seja da forma : 

z~Axe*” + Bve*-”. 


Temos: D x z = (A 4- At 4- By) «* +r , D%z = (Áx + 2B + tíy) e 
[D z z <" (A~ 2 B) e , * v = t , TJrV ; daí: A - 2B - 1. Fazondo A = 1, 
B = 0, temos como integral particular z — re’ +l ' ; com A = O, B - - -5- , 
temos: z =- rje* 4 *, etc. Escolhendo a primeira, a solução procurada é: 


e — 





9) Resolver : (2/>* - d* D z ) z = x 2 - y. 

a i+ft V 

A íunçao complementar <$ : z - c « 0 ' * ' 2o f “ + ®< " °- 


i-i 


A integral particular : 

IDl-Dl + D, & -à— % D, + 21>l l *~ V) 


1 - 




= ■ - 

—k[ X2 ~ y+ ^ + Í] " ~~k lXl ~ V + ^ + V + W,2) 


A solução procurada 6 : 


co 

z - X c < e 

1-1 


V 1 v*«? X «, 


-i-v + i 


6 a 12 6®* 360 ^ 
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10) Achar a integral particular de : (D* 4- />,) (D x - D t - D]) z - sen (2z + y). 
Uma integral particular 6 dada por : 

ID*+I» (£-»b-»í> “ +V) ” -4+»,)<k-i>,+l) Sen (2l + V) " 
" ^,--^-k + 8Z>,- 4 ““ <ZI + “ SD.-1d.-S Sen «»' + »)- 

5D* - 40, 4-5 1 

“ asD>-«a> A+ jw>»-aB sen(2l+! ' ) - " 34 IS 86,1 »+*»-» c0a(2r+ *' ) >- 

O método doa coeficientes indeterminados com z <■* A sen (2x -j- y) 4 * 

. +• B cob (2a; -f- y) poderia, também, ser usado. 


II) Achar uma* integral particular de : 

(D x - 2 D v 4- 5) (Dj 4- D, 4- 3) z = e 3 ** 4 * sen (z - 2y). 
Uma integral particular é : 

7 e3a+4*r fceu _ 2y\ = 

(D x -2D r 4-S)(DÍ4-i> # 4-S) 


- c9*+4v 


(D, - 27),) (/>£ 4- 6D, 4- D, 4- 16) 


sen (x - 2 y) 




(D, - 2D.) (6D, 4-0, + 15) “ <X 2y) “ 


- eSz-My 


- 1 - 2/)J 4* 15D 2 - 30Z>, 


sen (x - 2 y) 


— C3Í+4W 1 

5 3D x ~6D„-4 


sen (x — 2y) = 


_ i c 3*+4» 3D g - QD V 4- 4 
6 - 36D,£> r 4- 36 D* - 16 


sen (x - 2 jr) 


1205 


C 3 ** 4 * (31> x - flZ>„ + d) sen (z - 2y) = 


~ ” T205 <a * +4f I 1 ® «os (» - 2y) 4- d seu (a - 2y)\. 


TIPO : /(*Z> r , yD v )z - 0. 

12) Resolver: (xJ)*D* - yO^D*) z = 0 ou (z : Y dJZ>J - x‘ VdJdJ) * - 0. 
A substituição 

* - 1 / = 2 = T) u (D u - I ) (D m - 2) D 0 (D. - 1) z, 

x 2 y 3 D*Plz - D* (D, - 1)D C (D, - 1) (D, - 2) z 
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transforma a equação daria em: 

(Pm - I) (D v - 1) (Ou - Op) z - 0. 

. A solução procurada é: 

Z “ 0 1 (w) + 02 (u) + e“ 03 (r) + C B 0 4 (w) ■+- 0 B (v +• u) 

ou, nas variáveis originais: 

.3-01 (ln y) d- 0a (ln*) + *0J (ln y) 4 y0 4 (ln *) 4 0* 0“ *y) - 
=" 0* fo) 4 0a (*) 4 *03 (y) 4 y0 4 ( x ) + 0H (xy). 


13) Resolver : (z 2 D* - - 4yZ>, - 1) * - *V ln y. 

A substituição ar — y -« transforma a equação dada "em : 

[D* (Z) K - 1} - M\ (D„- 1)-4D P - l]z = (Dl - 4J>J - 0* - 1) * = j* 21 »**» . 

Uma integral particular dcata equação 6 dada por : 

1 I 


Dl-iD;-D,-l 


W aw+8 » - eíM+3 r 


- g2«4a» 


(U« + 2) 2 - 4 (D, 4- 3)2 - (D„ + 2)- 1 
1 


0 *■ 


- 4Z>J + 3/> u - 24D P - 35 


Por inspeção, uma solução de (D* - 41)J 4 3 D u - 24D, - 35) w == 
Assim, a iatcgr&I particular é : 

1 


6: 


‘ 1 L 24 

*"'5 ,+ W 


í — 


( 35 )» 


<2t.+3r (36o _ 24). 


A solução da equação diferencial dada é : 


z - £ «»'**'* -fâè «‘■ +>, (35.-24) 

»«1 


ou, naa variáveis originais: 


co 


2= 2 ®«* ■» *“■ j^*V(?5lny-24), <*J-46?-a<- 1 - 0. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 

Resolver as seguintes equações : 

14) (D x + Z>, + 1) (Z> x - 2D„ - 1) s = 0, 

Resp. : z = t~ x te iy - *) + e z $2 (y + 2r) 

15) (D x + 2D y - 3) (D, + D ¥ -\) 2 = 0. 

Itosp. : 2 = í 3 * <Ai (</ - 2r) 4- e z 4a (y - x) 

16) (2 D z -F jD v 4- 1) {D\ + ZDjDy - 3 D z ) z - 0. 

«esp. : 2 - (y) 4- r*> te (2y -z) +V*i (y-3z) 

17) (D x D !/ + D;)(D r -D 1 ,-2) s = 0. 

: 2 = õi (*) + te (u - x) 4- e iz te (y 4- a) 

18) (ü x 4- 2Z>„) (D c + 2Dj + 1) (»x + 2D r +2)*;« 0. 

Rtsp- • s - *1 {y - 2x) <?2 (y - 2z) 4-e-* [*3 (1/ - 2 j) 4- y* 4 0/ - 2a)] 

19) (D x + D,) (D, + D, - 2) 2 - sen (x + 2y). 

ttssp.: z - <*1 (y-s) + e ar <My-*) + ~ Iflcos(x + 2y) -9seu (x 4- 2i/)] 

20) (D X + D,-1)(D X 4-2D,4-2)z = + y (1 - 2r). 

Resp.: z = <*$1 (y-x) + e"*’^j (y-2r) + + + ^*** + * v 

21) (D; + D : D, + D, - 1) r - f* 4* *-*. 

Resp. : z = e~ J te (y) + e* te (y - x) 4- xe z - ~ rr 1 

22) (Dj- D,Dj- D* + DxD,) :-(í4 2)'x*. 

. : ? = 61 (y) 4- te (u + x) 4- 0> (i/ - x) H* In x 

' 23) (3D X D, - 2I>* -D*) 2 - cos (3y + 2x). 

1 . 

i?esp. : z = $> , (z) + e 2 ^ 02 (3y + 2x) - — sen (3y 4- 2r) 

24) (D* 4- D,Z>, - D # 2 4 Dr - D 7 ) -- - e»'-®*. 

__ «.r + ft.v 1 7 2 

x - £c,e 1 “ T***" 9 *’ °i “ a ‘ 6 ‘~ ò í + «< - &< - 0 

25) tfr/J - 2D 2 y 4- />, - 1) 2 « 3^ sen (z 4- i/X 

/?<*/>. .• s *» 2 <•/ e 1 1 - «■ r+i ' eoí 4- y), - 26* 4- a, - 1 = 0 
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26) (7)2 + 2 D X T>1 - 2D, 4- 3) z - <*+* cos (z + 2 y\ 

Resp. : z = Sc l e V + i,<, '-^« x+ *oo a (x+2y), aj +20,6,-26, + 3 - 0 

27) (Z>* + DjD t + D x + D y + 1) « - e-** (** + 2 y*). 

ifesp.: z = J>e V + V + ia-**(fl*“+l»y«+l&+12y+ie), 

«J+«A4*ai+&i+l = 0 

28) (D^D, 4- /)J - 2) z - e*v cos 3z + e* sen 2y. 

Resp.: *-yici«‘ a+ <F “ ^« 2|, cos3x-^í*(cog2y + 3sen2y), 

16 20 afr + 6f-2=0 

29) (zyP,!?, - y a Z>jJ - 3xD c + 2yD w ) z » 0. 

Résp. : z = 0i (!n xj/) 4* y 3 0? (ln x) = tfi (zy) 4- í/ 3 02 (x) 

30) (r 2 /^ - 2xyD r D t - + xD x - lyD v ) « z 2 y sen Ou * 2 )- 

R«p. : z « 0 1 (z 3 y) 4- 02 (y/x) - ^ z 2 # [4 cós 0*> x 2 ) 4- 7 sen (ln z 2 )) 

31) (z*Dl + xyD x l 2y-ü* -xD,- 6yD y ) 2 - 0. 

Resp. : z — (y/z 9 ) 4- x* 0 a (xy) 

32) (z 2 2>* - xyDzD, - 2y*V% 4 *2>, - 2yD tt ) z - ia (y/z) - 1/2. . 

Resp.: 2 = 0i (x 2 y) 4- 02 (sr/x) 4- -J- Ou x) 2 ln y 4- 7 Inzlny 

33 ) (*yrf,D,-xtfD í I? t -z?V? + y’Dl)z- , ^£- 

' 1 /z 3 - V 3 \ 

Resp.: z “ z0i (y) 4* y 0z (x) + 0a (xy)“-g- ^ ~ / 



Capítulo XXXIII 


equàçOes diferenciais parciais 

DE SEGUNDA ORDEM COM COEFICIENTES 

VARIÁVEIS 


A equação diferencial parcial linear mais geral dc segunda 
ordem, a duas variáveis independentes, tem a forma 

(I) Rr + Sá +Tt + Pv + Qq + Zz = F 

onde R, S. T, P, Q, Z, F são funções deiey sòmente e nem sempre 
R> S, V são diferentes de zero. 

Antes de considerarmos a equação geral, trataremos de um 
certo número de tipos especiais. 


TIPO I. 




(2a) 

d 2 Z 

r dx* 

= FIR = 

m F ' (*. y) 

(26) 

d 2 Z 
dz dy 

- F/S = 

- r»(*. v) 

(2c) 

t 

ày 2 

= F/T = Fz(x, y) 


Estas são equações redutíveis com coeficientes constantes (Capítulo 
XXXII), porém veremos aqui um método maia direto de resoivô-las. 


Exemplo 1 . Kesolver : 3 = x - y. 


Integrando s «= a x-y em relaçáo a y, p 


dz 


— - xy - \ y 2 ++ (*), 


arbitrário. 


Integrando «la relaçSo, coai respeito as, z - ~ x z y - ~ xy* -j-fa [x) + 


+ Õ 2 iv), onde 6*0 = f(z) e (y) kSo funções arbitrárias. 
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F 


F 
F 
F. 

Estas sào, essencialmente, equações diferenciais ordinárias lineares 
de primeira ordem, nas quais p (ou q) é a variável dependeute. 

Exemplo 2. Resolver : ir 4- 2p = (9 j + 6) e**+ 2 *. 

Considerando p como a variável dependente, x como a variável inde- 
pendente e v «imo constante, a equação 6: z ~ d- 2p = (9z + 6) e 3z+2 ‘' para 
a qual x é um fator de integração. 

Integrando, x 1 ^ + 2xp - (9x a + Õx) lemos: 

Ô:C D 2 

x*P - + «*)•»*+* - -f -± )(9x*+6z) - 

“ 3s 2 c 3 *+ 9 » í + *1 (y) ou p - ” — 3 e , *~ 2 * + -5 *: (j/). 

Oi i 

Então : z = e 3 * +2 » - -j (P) + <t>2 (y) è a soluçfLo procurada. 

TIFO III. 

(4«) Rr + Ss + Pp = F ou R^+ s ^ = F ~ p P 

(46) Se + Tt + Qo = F ou S -fj + T = F ~ G «- 

Estas sáo equações diferenciais parciais lineares de primeira ordem 
com p (ou q ) como variável dependente e x, y como variáveis inde- 
pendentes. 

Exemplo 3. Resolver : 2rr - ys + 2p = ézy* ou 2x ~ - y ~ = áxy 2 - 2p. 
Usando o método do Lagmnge (Capítulo XXIX), o sistema auxiliar é : 

dx ' dy dp 


tipo n. 


(3a) 

Rr + Pp~ R^ + Pp 

(36) 

S,+ Pp = sjZ-+Pp 

(3ç) 

Ss + Qq = S-^ + Qq 

(3d) 

Tt + Qq - T-^ + Qq 
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Daa duas primeiras relações, temos, fàcílmente: xy 2 — a. 

Por inspeção, 2 y* (2x) 4- 2 py (-j/) - y 2 (4xy s - 2p) - 0. Então : 

2y*dx + 2pydy-y 2 dp «= 0 ou 2dx- — ~ 4 2py = 0 e ^ -2x = b. 

A solução gorai é : p/|/ 2 - 2x - f (ary 2 ). Daí : 

P “ f~ " + y 2 ^ (***> e 3 - X* y 2 4- 4>1 (xy 2 ) 4- (ff), 

onde - y* tf (xy 3 }. 

TIPO IV. 

(5a) #r4-Pp + Z* = F ou R 4- P + Zz = F 

ca: 

(56) rí + «2 9 + z 2 -F ou r-0 + c~ + ^2 = f. 

Estas são, essencialmpnte, equações diferenciais ordinárias Hnoaros, 
de segunda ordem, com x como variável indopendonto em (5a) e 
y como variável independente em (56). 


Exemplo 4. Resolver : t - 2xq + x*z = (x - 2) e 3r + 2 ». 

A equação pode uer posta na forma : 

(tíl - 2 xD v 4- x 2 ) 3 » </>* - a) 2 s - (x - 2) «3*4-2». 


A funçfto complementar é : z ~ e 1 » jn ( x ) 4- se** £2 (x) e uma integral 
particular é: 

1 s (*- 2) e*?-**» - «*»-«»' = €3r+2> ' 


(D v -x)*~ * (2-*)* 

A solução proçurada 6 : z - e xv +1 (x) 4- xo x * <fi 2 (z) + 


* x-2 
« 3 * 4 - 2 » 


x - 2 

(Yer também Problemas 1-8). 


Transformação de Laplacc. Esta transformação em 
(1) Rr 4- Ss + Tt 4- Pp + Qq 4- Zz - G(u, *) 

consiste na troca das variáveis independentes x, y por u, v, onde 
(6) w = u(z, y), v - t-(x, y) 

são escolhidas de modo que a equação resultante seja mais simples 
do que (1). De (6), temos : 
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dz àu i dz dv 

du $X dv dl 


- 



ZyUy 4* SgVy, 


T - -J* - ZuUtx + («**“* + ***«>*)«* + + (*•*»"* + f x “ 

or 

— «BK (u,) 2 4* 2s. t0 v x v x 4- *et ( p x) z +■ *u v *x + Z t V ze , 

8 = ~ = Z u Uxv + ( 2 u* u 7 + *M*br)t** +*» v »¥ + ( 2 “» u v + **•**)*'* " 

<>y 

- 2* M U X U, + 2„,(«rFy + U F P r ) + *»•«'*»» 4* z «“*» + 2 »'’*»> 

í =■ ~ * 2 U * (v F )* 4" V„ + 2 r „ (p*. 2 4“ 2utí w 4" Zfi Vj/y. 
dy 


Admitamos que 

(10 R'zu. 4- S'z u , 4- Tz„ 4- P’z» 4- Q'z B 4- Zz - F 

foi obtida fazendo as substituições acima em (1) e reagrupando. 

Necessitamos, apenas, dos coeficientes : 

R r - R(u s y 4- Su t u, 4- TW e V - «(*,)* 4- Stfc», 4- r (*,)*. 

Nota-se que ambos são da forma 

(7) tf (&) 2 4- SM, 4- T(Q 2 - (a£ x 4- bfc)(«€. 4-/W- 

(I) Suponhamos h/a //e ; então, se para « tomarmos qualquer 
solução de aZx~\-bÇ v — 0 e para v qualquer solução de e£*4-/í* — 0, 
(1) transformar-se-á em (T) com R' - T' - 0. 

Exemplo 5. Resolver : 

a) x 2 (y-l)r-i(j/2-l)s4-y0/-l)í4-iW>-ç” 0. 

h) y (* 4* y) (r - *) - rp - yq - z «= 0. 

a) Aqui (7) 6 x* <y - l)(£ s ) 2 - * (y 2 - 1)GÉ, 4- V (v - 1) («,)* =0 

ou I 1 (*,)» - * (y 4- i)c*í, + y (fy) a -(***- yíp) (*t* - « - °- 

Agora xÇr-yip * 0 é satisfeita por £ - u - xy e zfr - í» “ 0 é satis- 
feita por £ — v — ze*. Além disso, vé-se fàcilmcnte que eetas soluções satis- 
fftscm também à oqúaçfio diferencial dada. Aaeim, a solução procurada é : 

2 = di (xy) 4- <>2 (xe* 1 ). 

fr) Aqui (7) é y (x*+ y) [(£*)’ - íz£>] - o ou <&-*»){*- 0. 

Agora í,-{,=flí satisfeita por { = ?4[/ e {* = 0 por £ = y. Entre- 
tanto, nenhuma dessas soluções satisfaz à equação diferencial dads. 

Tomemos u *= x + y e v = y. Então : 

?>— 2 U , q - 2 U 4- 2, , T « Z UH , * = 2u« 4- 2„» 
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o a equação diferencial dada transforma-se em : 

-y{x + V)z U v-xz u -yz u -yz 9 -z - 0 ou wz uv + uz u -f- vz 0 -+- z = 0 
que pode ser escrita : 


i 1 . 1 , 1 a (dz , i \ . i (òz , 1 \ 

V u uv &u \dv V ) U \ap V ) 

" (£ + ^)(S + t s ) = °- 

Façamos : ~ 4- — z — v> ; ontão —— • + — to ~ 0 o «m - ^ (t>). Agora : 
otf w duu 


^ + -■2 = w = ^(«), zi» - — x (y) + «te («) e 

2 - “ *1 (f) + *3 («), 

onde — (f) — v • (y) c <£i (y) “ X (e). A nolução procurada 6: 

, = (y) . $ 2 ( j ± y) 

* + y y 


Exe.upixí 0. Resolver : z*r - y*t + px - gy - x a . 


Aqui (7) é : x* (£*) a - r, 2 (€„) 2 - - í r ) (**,+ yí y ) = 0. 

Agora x£z ~ yZv “ 0 6 satisfeita por f — xp r x{ z 4* y€tr = 0 por 

Ç = crjy. Vê-se fàcilirumte que estas soluções satisfazem ò. equação reduzida : 
x*r - 1 Pt 4- px - qy — 0 ; assim, a função complementar 6 z — 4 > i (x/y)4-te ( xy ). 
Entretanto, esta função complementar pode ser obtida juntamente com a iutegral 
particular, como se segue. Façamos : u — xy e v — xfy. Então : 

V = yzu + j z v , <1 = xzu - ^ z„ r - yH uu + 2z u , + ^ * 

X 2 a;2 2x 

e a equação dada transforma-se em : 4a: 2 z u , — z 2 ou z up — d- - 

Integrando primeiro era relaçSo a u, z e =■ \f/ (y) -f- ~ u, e, em seguida, 

em relação a v, z = <t>\ (y) 4- 4 > 2 (w) + -77 i*y = 4*1 (*/l/) + «te (zy) + -7 x 2 , onde 

Tv 4,1 {V) = ^ (J,)> (Ver Problemas 9-10). 


(II) Suponhamos bja — jje ; então -fí(ír) 9 + + T ( £ v ) 2 = 

“ m(a$* + Êste caso ó tratado no Problema H. 


Equações diferenciais parciais não-lineares de segunda 
ordem. Um método capaz de resolver uma, dada equação diferen- 
cial parcial nSo-linoar de segunda ordem 

(8) F(x, y, z, v, Q> r, 8, t) = 0 
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a gngerido por vários dos exemplos de equações lineares, acima 
Noe^exemplos 1-3, o primeiro passo consistiu em ac determinar 

uma relação da 


(9) 


u = it(v). ti arbitrário, 


or.de « = «(*, V, t, p, 3 ) e • - V(X, y, z, P, 9), d» qual a equação 
diferencial dada poderia aer obtida, pela eliminação das funções 
arbitrárias. Uma. tal relação (9) é chamada uma integral tnlerme- 
diiria do (8). Por exemplo: p-xy + 7 P 2 = *(*) é uma mte * 
gral intermediária de S - x-y. (Exemplo 1). 

Pode-se mostrar que a mais geral das equações diferenciais 
parciais tendo 

* u ~ í(v), ti arbitrário, 


onde . = *(*, y, *,r,y)e •- •(*. y • *’ V- «>' como inte6ral int€r ' 

mediária, tem a forma 


( 10 ) 


Rr + Ss + TI + U {rt — s 2 ) = 7, 


onde R, S, 1, U, V são funções de x, y, z, p, «. Entretanto, é evi- 
dente das definições de V, que nem tôda equação da 

forma (10) tem uma integral intermediária. O método de Mcmge 
para a determinação de uma integral mtermediána de (10), discutido 
abaixo, admite a existência de uma. 


TIPO : Rr -f St + Ti =» V. Consideremos a equação : 

(U) 1 i^r 4- '5s + T£ = F, 

isto é, (10) com Ü idêuticamenfce nulo. Como procuramos 2 como 
uma função de x e y, temos sempre : 


(121) 

(12 2 ) 

(12.3) 


dz 

dx 


dz = dx 4* ^ dy = pdx + 9 dy, 


dp 


dx 4- dy = rdx + s dy, 
êx dy 


dg = dx + iy = Sdx + ldy. 
dx dy 


Das duas últimas, temos : 

dp — s dy t _ 


dq -sdx 
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que substituídos em (13), dão : 


R 


dp - sdy 

dx 


+ Ss+T 


dg — s dx 
dy 


ou 

(13) i[R(dy)‘ 2 -Sdxdy + T(.dx) 2 ) = Rdydp+Tdxdq-Vdxdy. 


As equações 

(141) R(dy) 2 - Sdxdy + T(dx) 2 = 0 

(142) Rdy dp + Tdxdq - V dx dy — 0 

sáo chamadas equações de Monge. 

Suponhamos : R(dy) 2 — Sdxdy + T(dx) 2 — (Ady + B dx) 2 *-* 0. 
Se, agora, u = u(x, y , 2 , ?,?) = «, r = v(s, y, 2 , p, q) = b satisfi- 
zerem ao sistema 

r A dy + 5 dx = 0 

L 72 dy dp + T cfc dq - V dx dy = 0, 

então u = f( y ) 

será uma integral intermediária de (1 1) porque u = a, v = 5 satis- 
farão (13) e, assim, (il), também. 


Suponhamos 

R{dy) 2 - Sdxdy + T(dx) s = (Aj dy + B x dx) (A 2 dy + # 2 <fc) - 0, 
onde Ai/?2-^2#i HO. Temos, agora, dois sistemas: 
r A 1 dy + B i dx = 0 T Atdy + Bzdx^O 

l Rdydp+Tdxdq- Vdxdy = 0 |_/2dydp-f Tdzdy -Ftfzdy = 0 . 

Se um dos sistemas fôr integrável, temos uma integral interme- 
diária de (1 1) ; . se ambos forem integráveis, temos duas integrais 
intermediárias à- nossa disposição. Nos exemplos e problemas resol- 
vidos discutiremos processos próprios para determinar uma solução 
de uma dada equação, da qual se conhece uma integral interme- 
diária. 


Exbmplo 7. Resolver : q (yg + *) r-p (2yq + z) s + yjfit -f P 2 ? ” 0. 

Aqui : R - q (yq + *), 3 - ~p (2 yq + z), T — yp 2 , V - “P 2 ? ; as equa- 
çõc* <3c Monge, são : 

R (dy? - 8 dx dy -f T (dx) 2 - q (yq + z) (dy)* + p (2 yq + z)dxdy+yp 2 (dx) 8 = 

— (g dy 4- p dx)[ (yy 4- 2 ) dy 4- VP dx) ”0 
e Rdydp + Tdxdq-Vdxdy = g (yç + z) dy dp 4- yp 2 dx dq + p 2 q dx dy =* O. 
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Procuramos, primeiro, uma solução do sistema : 
r qdy +P<lz = 0 

L q (yq + 2 ) dy dp + vp*dxdq + p s $ dx dy = 0. 


Combinando a primeira equação com (12.), t«w. : d* - 0 e i - a. Entrando 
na segunda equação com dy --p<fc/í, obtido da pnm 6 .ra, tomoa . 

(yo -{■ z)dp ~p (y dq + q dy) — 0. 


Somando -pd: - 0 a esta última, temos : 

dp ydq + qdy + dz 

( V q + z)dp-p(ydq + qdy + dz) = 0 ou — - yq + z 
so1u ^K?±?- 6. Então: w +z -*•/(*) é uma integral intermediária. 

P ( # ■ dx_ __ dy _ d* 

O sistema de Lagrango para esta equação de primeira ordem 6 : ^ - y g - 


De ^ ^ temos : yt = a e de ^ ^ temos : 

Assim, a solução procurada é : x *= <h (z) + 4z (tf *)• 




Consideremos, agora, o segundo sistema : 

. r (yq + *)dy + ypdx ~ 0 

L qiyq +s)dydp + yp 2 dx dq 4- P 3 C dx dy ** 0. 


Da primeira equação : pdz + qdy - -zdyly, então dz--dylv e 
Combinando a primeira equação com a seguuda, temos: 

dp dq dy n 

qydp-pydq-pqdy^ 0 ou — q y 

com a solução n /p = 6. Então : W - P -»<**> « - ““S™ 1 bt—Htót. 
o sistema de Lagrange é : - *, *-». EnUo r=n « a primeira equação 

_*L_ =, ÍS-tem solução * - - / iW^ = ♦. (*>>+*• D* í: *“♦> (,Z) ' 

0 (l/fl) -v y 

como anterioroente. 


A solução pode também ser obtida, usando as duas integrais intermediárias, 
simultâneamente. Depob de reeolvê-las, obtendo 

2 z-gjyz) 

*“*[/«- *<**>! 


e substituir em 
Fazendo / (?) — 


v dx + « dt-dz, temos : yzdx+zg iyz) dy - yj (z) dz-yg iyz) d*. 
zU CO e *(**)-- W. M, «ta equação se transforma em : 

d* - /i (*) dc + 0» (y*> Mlf + V <M 

* «*1 (*) + ♦* <**)• 

(Vex também Problemas 12-16). 


e, integrando: 
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TIPO : Rr 4- Ss 4 Tt 4- U(rt- s 2 ) = V. Consideremos a equação (10) 

com U s* 0. Substituindo r = s - dy , t = - q - tí<íx como no 

dx dy ’ 

tipo precedente, temos : 

3 [R (dy) 2 - S dx dy 4 T ( dx ) 2 4 U (dx dp 4 dydq)] = 

= R dy dp 4 T dx dq 4 U dpdq-V dx dy. 

As equações 

(lõi) R(dy)* - S dxdy + t(dx ) 2 4 U(dx dp 4 dydq) = 0 

(IÕ2) R dy dp H- T dx dq 4 U dp dq - V dx dy = 0 

são chamadas equações de Monge. Note que quando U = 0, estas 
equações sfio (14i) e (142). Entretanto, ao contrário de (Í4i) e (14j), 
nenhuma pode ser fatorada. 

Tentaremos fixar A = A (x, y , z, p, q) de modo que se obtenha 
uma combinação fatorável 

(16) A mdy) 2 -Sdxdy + T(dx) 2 + U(dxdp + dydq)] + 

4- R dy dp + T dx dg 4 U dp dq - V dx dy = 

— (a dy 4- b dx 4 c dp) (a dy 4 0 dx 4- 7 dq) =» 

= aa(dy) 2 4- (o/S 4 ba) dx dy 4 bp(dx) 2 4 c0 dxdp 4 ay dy dq 4 
• 4 ca dy dp 4- by dx dq 4* cy dp dq = 0. 

Comparando coeficientes, temos : 

aa = R\, o0 4 ta = -SA-7, bQ = T\, c$=U\-ay, ca = R, 

by m T t cy=*U. 

A primeira relação será satisfeita tomando-se a = A e a = R ; 
esta escolha determina b — TjU, 0 = \U, c = 1, y = U. A rela- 
ção restante 00 4 ba = - S\ - V toma a forma 

EA 2 - - -S\-V 

OU 

(17) U 2 A 2 4 SU\ 4ÍÍÜ4 ÜV = 0. 

Em geral, (17) terá duas raízes distintas: A = Aj , A = \ 2 ; então, 
(16) pode scr fatorado : 

(181) (\iVdy 4 Tdx 4 Udp) (Rdy 4 A x Vdx 4 Udq) - 0 
e 

(18 2 ) (\ 2 Udy 4 Tdx 4 Udp) (Rdy + A 2 U dx 4 Udq) - 0. 
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Temos que considerar 4 (quatro) sistemas. O sistema 

Ai Udy 4- Tdx -f Udp = 0, X 2 Udy + Tdx + Udp = 0 

implica (Ai - X 2 ) Udy = 0 e, assim, a menos que: Ai = A 2 , Udy = 0 
idênticamente. Do mesmo modo o sistema 

Rdy + \i Udx 4- Udq = 0, Rdy 4- A 2 Vdx 4- Udq = 0 

acarreta (/da: = O idênticamente. Usaremos, portanto, sômente os 
sistemas : 


r Ai Udy 4- Tdx 4- Udp = 0 T \ 2 C/dy + - 0 

L Rdy 4- \*Udx 4- Udq = 0 L Rdy 4- Ai Udx 4 - Udq = 0. 


Cada sistema integrável dá uma 


integral intermediária de (10). 


Exemplo 8. Resolver : 3s - 2 (rl - « a ) = 2. 

Aqui : R = O, 5-3, T = 0, U - -2, 7 = 2. Então : 

IP\ Z + SU\ 4- TR 4- XJV — 4A 2 - 0X — 4 = 0, A, = - -J- e X 2 - 2. 

Procuramos soluções dos sistemas : 

[ Xi Udy + Tdx 4- Udp = dy - 2 dp = 0 

Rdy + As Udx 4 t/dç - - 4da - 2dq = 0 
e 

[ Xst/dy + Tdx + Udp = - 4dy - 2dp = 0 
Rdy 4- A, Udx + t/dç - dx -2dq « 0. 

Do primeiro sistema, y-2 p = a e 2x + ç*«6; então (IJ p-2p —/ (2x-hg) 
é uma integral intermediária. Do segundo sistema, 2y 4- p = a s x - 2 q - b; 
então (II) 2y +p = g(c-2q) 6 unia integral intermcdiáriu. Como f n pareço 
nos argumentos de / c g, nfio 6 mais possível obter uxm solução da equação dada, 
envolvendo duas funções arbitrários, pela substituição de p e q em dz > pdz-\-qdy. 

Tentaremos achar uma solução envolvendo constantes aroitrin. , partindo 
da integral intermediária y-2 p = /(2x+q). Para obtermos uma ccuaçáo inte- 
grável, tomemos /(2x4*ç) - a(2x+g) + P, onde a e /3 sfio constantes arbi- 
trárias. O ?istema dc Lagrange paia 

y - 2p = a (2r 4- ç) 4- 0 ou 2p 4- aq - y - 2ax - 3 

dc dy d z 

é "2 = «* = y - 2o x - 3 

Os dois primeiros membros dão ; *x — 2y 4- £• Êsse valor dc ax, nos doe 
dl timos membro.», dá: 

dy _ dz 
a = - 3 y - 2(-0 

u dz - (-3»/-2£- 3)dy e ar = - -77 y 2 - 2 £ y - ftj + > 7 . 
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Então : <*z — — y ? - ( 2 as 0) y + (<tx - 2 y) é ama aoluyâo da equação 
dada, envolvendo uma função arbitrária « duag constantes arbitrárias. 

Operando do mesmo modo com a secunda integral intermediária, 
2y 4- p = 7 (z - 2ç) + 6 ou p 4- 2-yç - -yz - 2y 4- i, onde y e 5 são constantes 

arbitrárias. O sistema de Lagrange correspondente é : — — — — — 

1 27 rr - 2 j + 5 

Doe dois primeiros membros, y — 2 yx + {. Agora, o primeiro e o terceiro mem- 
bros transformam-se em : j = -_- iyx ^2^ + è * * “ “ *f >** “ 4- te + 

Lo 8°- 2 = y ?* 2 - ( 2 y - 3)z + te (y - 2 yx) é também uma solução envolvendo 
uma função arbitrária e duas constantes arbitrárias. 

Em seguida, determinaremos uma solução envolvendo duas funções arbi- 
trárias de parâmetros X e *. Façamos : 2z 4- ç = X e z - 2? - » de modo 
que x — (2X 4- n)!h. Então (I) e (II) traasfomum-se em y - 2p «= / (X) e 
2p 4 - p “ 0(#t) e y - [/(x) 4- 2y (n)\J5. Agora : 

(III) p- t &“/<*>] -~2y4-y(M) 

o 

(IV) f- X-2*- f 

Entrando cora o segundo valor depeo primeiro valor de ? em dz=p dz+qdy, 
temos: 

dz - I-2y 4 - fi (p)] dx 4- (x- 2x)dy - 

- -2 <y dx 4- x dy) 4 - j g (») £dX 4* 4»j + j X [/' (X) dX 4- 2/ G*)dpl - 

- -2 (y d* 4- * dy)+ J- IV Wi„ 4 - ? U)dX] + [X/' (X) 4- / <X)J dx - 

“ -~/{X)iX + ^g{v)d» 

e z = -22y4-|‘Xç( M )4-YX/(X)-«,(x)4-« 2 (p) - 

. » -2zy 4-Xy-Ai ÍX)4-^(/i). 


Poderíamos obter esta solução entrando com o primeiro valor de p em (III) 
e o segundo valor Jc j era (IV). (Ver também Problemas 17-18). 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 
1) Resolver : r = **«"* ou ~ =* xH~*. 

ÒZ Z 3 , , . 

Uma integração, em relação a x, dá : p = — - 3" « +>1 (*> « a 

r 4 _ 

segunda integração, em relação a x, dá: * " * * + X * 1 ^ + ** 


2) Resolver: xy 2 s = l-4x 2 y. 


Integrando : 


dx dy 


- x- 1 JT* - 4xi/- : 


òz 


em relação ay: ^ = - X" 1 y"' - 4x ln y + \P(x). 

Integrando agora em relação ax: z--ylnx-2x 2 ln y-\-4>i (r) (.v). 

onde ~ <#» (x) = * (x). 


3) Resolver: zys-px « y 3 . 

• dp 

1 

Integrando — ~ — = — em relação a y, temos : 

L = 4. 4 , (x) ou ^ ~ + V 'Hz). 

y X OZ X 

Integrando em rolação a x, temos : 

z = y 2 ln X 4- y*i ( z ) + <h (.v), onde ~ 4> 1 (x) - * (x). 

4) Reeolver : í - x? sen y - x coe y. 

Integrando - zq = - (sen y + x coa y), usando o fator do integração 
dy 

e-*v, obtemos : e~**q = - f r*» (sen y + x cos y) dy = r» cos y -f * (x) 

ou <? = ^ = cos y + «** «A (x). 

dy 

Uma segunda integração, em relação a y, dá : 

z * sen y + e**' (*) + «te (*), onde *1 (x) - yK*V*- 


5) Resolver : sy - 2xr - 2p = 

0 sistema auxiliar para a equação 2x - y ~ “ - 6xy - 2 p è 



EQUAÇÕES D I PE II E N CIAI S 


382 


Das primeira e segunda relações, temos : zy 2 = a . Por inspeção : 
2y 3 *(2x) - (2 yp 4- 2z® 2 ) (-y) + y* (- ftry - 2p) - 0 
de modo que : 2y3dz - (2yp + 2zy 2 ) dy + y*dp - 0, 
ou • y*S d P + 2z d v + 2y dt>) - 2y fr 4- 2zy) iy = Q g P ^ 2xy ^ & 

logo, temoe como solução : p 2zy = y 2 ^ (zy 2 ). Então : 

- 2*y + y’ *(*1/*) c z - - x°y 4 (zy 3 ) + ^ (y), 

onde W) - V 2 * (zv 2 ). 


6) Resolver : zs + yí 4 ç - lQ^y. 

O sistema auxiliar para a equação 

z £ + v%=ío*'y-9 

ox òy X y lQx 3 !/ - q 

Das duas primeiras relações, temos : x/y = o. Por inspeçáo : 

(q ~ &x*y) i - 2x* (y) 4 z (Ifc^y - g) = 0 

de modo quo : 

(q - 8r 3 y) dz - 2z+dy 4 adq - 0, ou zdg + çi* = 8x*y iz + 2x*dy 
e çx = 2r*j/ 4- b. 

A solução geral é : çx - 2x«y 4- * (y/x). Logo : 

| ■ 2zs t + 1 V (f ) e *-*V+ *,(4)+*, foi 

cuJo 5* (f) "Mi)‘ 

7) Resolver: f- f“ (7 - l) « = xy 2 -x*y 2 + 2x*y-2x*. 

Podemos eaorever a cquaçto do seguinte modo : 

[ D Í " D u - ~ 2 - ly 2 -X 2 y2 4 Zt 3 y - 2x*. 

À fuuçfio complementar é: z = e*i* $1 (3) 4 &-*>* &s (z). 

Para uma integral particular tentaremos : z = Ay* 4 fiy + C, onde 
A, B, C efio funçôce dc * ou conetante*. Então : 

W+B , +C) _ 

~ - iV + 2r*y~2r3. 
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idêaticamcntc. Igualando oe oocficientes da» diferentes potências de v, 
temos : 

2A-B-fè-})c — 2x°. 

Então: A = - ar 3 , B = C - 0 e a solução procurada ó: 

2 - e'* <*, (r) + e v ~ v l 2 <te (x) - x=y 2 . 

8) Reaolvw : ys -f p - yq - * - (1 - 1 ) (1 + ln y). 

Rcaolvo-^e facilmente, notando-se que a equação pode ser posta na :orma : 

d *2 1 9z = + 

dx dy + y dx dy y = dx \3y y ) \dy y / 


(1 + In y). 


Fazendo w = ^ ~ z, a equação transforma-se em 




para a qual k~ x 6 um fator de integração. Então : 

«— * = 3-±!5Jí (s -> _ * e->, dx - + * (y) 

y j y 

. w .xi±JH + «**(,,). 

. ff 

Por sua vez, integrando 4* —■ 2 “ x 1 ^ " + e r (y) e usando 0 
fator ce integração y, temos: 

f ' (1 + ln y) dy + e 2 j V yiiy)dy - xy toy +- t l *1 (y) + *2 (*). 


TRANSFORMAÇÃO DE LAPLACE 

9) Resolver : t - í 4 V - ff 0 + V*) + */* " 0- 

Fazendo ({„)* -{,{ # ”0 e resolvendo, temas : Ç - r e { - x + y. 

Escolhendo « = - z+y, temos: p - z u +z e , ç = *»> * “ zue+^r* 

e í <= z„. Substituindo na equação dada, temos: 


I 
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Façunos »-. -.!«»«£ + £- 0 •«-« (£-*) “ m 
Integrando temos: 

- -4» (t>) + *(m) ou 2 » («0 +«’*(»)• 


u 


Nas variáveis originara: 

j _ £t! * + V ) + e»*+ <*) - j! (*+») + " 0 W. 

onde /(* + »)-«*>■<* +»> e íW -'**<*>• 

10) Resolver: xys - tfr - pz - ss + * - ~ 

De *»«,{, - ** (£,)’ - *4, (Ff. ' «« " 0 X™ 1 ’ 8 : ^ 

Usando 

u = «V, . - y. P = »*;. J - f. + r s -'“ + ***- + 1 """ 

a equaçáo diferencial dada transforma-ee em. 

1 1 o - 1 2 “ ou a í , ?!_± í '\- 1 (’---^“- ? i- 

2 “' _ 7 z *"Tr' ,+ « z " _ ^ *U > / »\® ' ^ c 

Façam tw : 

ou 

Intende = 


i- - + U*i 00 +te(u) 

P D 2 


OU 


, - £+«»*, « + »♦.(«)- 7 + »**« + »*<“> 

Nae variáveis originais : 

z = ry \i (y) + V *2 M + **» “ *** &) + ^ <W> + ^ 

1 1) Resolver : x*r - 2zy« + y 2 * - xp 4- 3yç = 8y/x. 

Aqui t ^(t^-afcfWi+^W 1 -^-»*/- 0 
tôree não são distintos, temos: É “ 

, . xr. - 

diferencial dada transforma-se em: 

j*., + 3ir, - 8y/x ou f ! r„ + »*. " 8o»/u, 
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UI oa equação do tipo da «mio de Cauchy. Entretanto, vê«e que > é 
um fator de integração ; assim . 

+ 3^2, « 8t 3 /u e ***. - >*/u + * (*)• 

Então: * f -^ + 7 »*(“> * ‘ ~ Z ' Ò* M + * l0 °' 

ou * - ♦, (ry) + x> (*») + 7 . ■»>•>• * W " ^ * <IK) 


MÉTODO DE MONGE 

12) Resolver : qs -pl = <?*• 

As equações de Mocge aão : 

qdxdy +p(dx) 2 - 0 e P dx d<? + q* dx dy « 0. 

Da primeira, temos: 

qdy+pd 2 - 0 ; então : dz ~ p dx + q dy = 0 c * - «• 
Substituindo qdy = -?dx na segunda equação, temos : d 9 - g *<&«0; 

10 . 1A + —/W ou |x-/Wh--l íuma.otosoal 

interrnediána. 

Obtém-se a soluc&o procurada, resolvendo-se «U equaçío do primoira 
ordem i cotio: „-//«*- -V + *« « t+«-*W+*» 
onde <#>’, (z) “ J (*)• 


13) Resolver : ç»r - 2pça + P 2 * - Pí 2 - 
As equações de Monge sâo : 

(çdy+pdxf - 0 . jUdydp+^dxdí-p^dsda-O. 

Da primeira, temos : 

gdjr+pdx-O; então: da - pdi + qdy - 0 e 2 = a. 
Substituindo qiy--pdx na segunda equaçáo, temos : 
-,d P+ pd,+p 5 dr-0ou -|+ d f+&-9 • «VP-t- 

LOIP e«. - Pí (z| - 0 é uma integml intermediária. 0 sistema de Ingmnge 
1 dx dy . n 

para esta equação é : 77^ - !~í » “ ” U ’ 
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A primeira torna-se : ~ oom solu- 


Da segunda, temos : 2 = c. 
ção f 7/ (c) + y - d. A solução procurada é: 

’ • V - - «Tf to + *■ (2) - *?* d>. (2) 4 - <Aí (2), onde *1 (3) - - 1 // (3). 


14) Resolver : x (r 4- 2z« 4- x a 0 - ? 4- 2^. 

As equações de Monge são: 

-2 xdxdy + x 2 (dx) 2 (dj/-r dr) 2 =. 0 
0 xdydp + x % dx dq - (p + 2x*)dxdy = 0. 

Procuramos uma soluça© do sistema : 

dy -xdx ~ 0, x dy dp + ar 3 dx dq - (p -f- 2a 3 ) dxdy — 0. 

Da primeira equação, tenaoa : x* - - a. Substituindo dy-xdx ua 

segunda, temo» : x dp + x a dq - (p + 2x>) dx = 0. Com 0 fator de integração 
l/x 3 , obtemos a integral intermediária p + xq - xt+xjix 2 - 2y). 0 aiste- 
ma de Lasrange é : T = f - ^~ + ^ ■ Oa doí, primeiros mem- 

bros dfio : z 3 - 2 y - c o que transforma o primeiro e o terceiro em : 

dx ^ dx 

1 "*3 + */(©}' 

Resolvendo : 

2 =* 7* 4 + T **/(«) + 4(c) ou 2 - T^ + T ^/( 3 = 3 -2i/)4-^(x 2 -2y). 


15) Resolver: q (1 + q) r - (1 + 2ç) (1 + p) 5 -f (1 + p) 3 í = 0. 

As equações de Monge são : 

9(1 +ç)(dp) a 4-(14-2ç)(l 4*p)dzd» 4-(l 4-p) a (d I )2 - 

«Ií^ + 04 p) dx) ((1 4- 9 ) dy 4 - (1 -f p) dx] - 0 . • 

e ç(l +q)dydp + (1 4-p ) 2 dxdq « 0. 

Consideremos primeiro o sistema : 

q dy + (1 + p) dr = 0 

9 (1 4- g) dy dp 4* (1 + ?) a dxdç - 0. 

- Da primeira equação, temos: pdx 4- qdy =» -dx ; então : dx - - dx 0 
2 4- z — a. A substituição de ç dy « - (1 -f p) dx , na segunda, dá : 

“ (1 4- ?) dp 4- (1 4- p) dç “ 0 

da qual ofetemoB: - 6. Logo, = Ux 4- 2 ) é uma integral 

intermediária. 
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Consideremos agora o oètems : 

(i + $)dy + (l+p)dx = o 
í(l + g)áyrfp + (l + pydxdq = 0. 

D& primeira equação, temos : j> dx + q dy - - (dx +- dy) de modo que 
dz~ ~{dx + dy) ex+y + z = a. A substituição (I + q)ày - -(l+p)d*, 
na segunda, dá: -qdj> + 0 + P>d? - 0 que é satisfeita por — 5 » b. 

* v * 

Assim, ^ - g( x + y + z) 6 uma integral intermediária. 

Resolvendo as duas integrais intermediárias, temos : p = 


q — ■ * . que substituídos na relação jj dx + qdy = dt, dão : 

9-1 

(Jí +f-ç)dx 4-jdy - (g-f)dz, Içdx - -/(da + dy + dz) + ff(dx + dz), 

_ dz + dv+ d z +*L±± e x - (x + y + *) + *a (* 4- *)• 

* y(x + v + z) !(* + *) 


18) Resolver: 

(x-z)la^r-$(x-+s + 2p*)« + (*+** 4-pz + p 2 *)*] - (1 + p) 9* (* + *>• 
As equações de Monge são : 

x« 2 (dy)* +íGr + z + 2pz)dxdy + (l+P)(*+P*)(dz) a « 

- lq dy d- (1 4* V) dx] [xq dy + (t + jn) dx] - 0 

e (x - z) [xg*dy dp + (1 + p) (z + ?») dz dg] - (1 + p) 9 a (* + *) dx dy - 0. 

Conáderomos o primeiro sistema : 

q dy 4* O + p) dx - 0 

(* -z)xç* dy dp + (1 +.P) <z + P*) (* -z)dzd 2 ~ (1+ p) 9* (z + z) dz dy - 0. 

Da primeira equação, temos: pdx+gdp * - dz; então, dz - -dx e x+z“fl- 

Substituindo 9 dy--(l+p)ix, *-«-* na segunda, temos: 

(I) - (2x - a) xg dp + (2x - o) (a -x + p») dq + (1 + p) qa dx - 0. 

Para resolver esta equação, consideremos x como constante, d© modo que 
dx - 0. Então, (I) transforma-se em : 

- (2x - a)xqdp + (2 *r — a) (tf — * +px ) dq =* O ou x(gdp-pdg) -(a-x)dq “ 0 

e ?P + Q .~* ks ^ (*). Para determinar * (x), tomamos a diferencial desta 
9 

relação: g(xdp -f p dx - dx) - (xp + a-x)dq - g“df 

e daí: xqdp-xp dq - q*d+ -pqdx + qdx +adq-xdq. 
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Do (I); 


xqdp-xpdg = &L 2 ><Zz 2 ±±SL±£l*± - (o - *) dq + 

XX — a ' 7 ’ 1 9.t —n 1 


2x - a 

então: tfdf-pqdx + -f-adç-xdç - (a-x)dq 

j, 2(px-fa-:r), 2* . «& 

^"Tíür-a) ^-srs* •sr 5 - i -^ + ->- 

Log °’ ^(Sk-af " ^ -'2) "*/(* + *) é uma integral intermediária. 


Consideremos agora o sistema : 

+ (* -f px) dr - 0 

(x - z) xqHy dp+ (l+'p)(z+<px)(x-z)dxdq-(\.+p)q‘(z+z)dxdy ~Q. 

Da primeira equação, temos : p dx + q dy = - zdx/z ; eatáo : dz = -z dx/x e 
X2 ■=■ a. Substituindo rç dy = — (2 -{- px) dx, z = q/x na segunda, temos : 

II) -rç(r 2 -c)dp + 2(l + P )(z*-a)dq + (1 + p) 7 (x* + a) dx ~ 0. 


1 + 


Considerando x como constante, tomos : qdp- (1 -{- p) d? — 0 e temo» : 
*(*)• Desta relação vem : 7 dp - (1 + p) dq « 7* d*, enquanto 


que de (II) 7 dp - (1+ p) dq - Q) dr. Entáo : 

/ <fe 2 rd*\ 

In^ - ln x -f- ln (x 2 — o) + ln 4 e h & ~ a ) l±P . 

x g 

X 1 + P 

k°S° : ” ff (**) é uma integral intermediária. 


Resolvendo as duaq integrais intermediárias, temos : 


então: 

ou 


J — e 
xg-J 


9 


1 

*9~Í * 


dz = p dx + qdy * - — ~ dx d í— - dy 

xg-J zg-J 

j (x + z ) (dx + dz) + dy ~ zg (xz) dx + xg (xz) dz. 


Logo, y + 01 (x ■+■ 2) - 02 (xz) 6 a solução procurada. 
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17) Resolver : 3r + a + t +- (rt - s 2 ) = - 9- 

Aqul: B- 3 , S-r-r/-X, eutão : 

UW+SUX + TR + UV - X 2 + X -6 = 0 e X, = 2, X 2 = -3. 

Procuramos soluções para os sistemas [ver equações (19)]: 

\iUdy -f- Tdx 4- Udp = 2dy + dx + dp » 0, 

ZWy + \iUdx + Udq - 3dy - 3<fe + = 0 

e 

x,r/<íy 4- rár 4- Uáp = -3áy + dx +dj> - 0, 

/tóy 4 - \ x Udx 4- Udq = Sdy 4- 2dx 4- dtf - 0. 


Para o primeiro sistema, temos : 2y -f x +.P - a > . 3 f Jjj 

logo: p + 2* 4 *=■/(» + ^-3*) é mteg™lmlermc«i^na Do 

rt°4 “r+ t ti? d ò>ir g 

aparece nos arautos de / e 9 , aâo será possível msoWer ^ 

antes, e nto» será possível, também, achar uma solução «nifftanfo duas 

íunçòés arbitrárias. Daremos duas soluções envolvendo constantes arbi 

trárias. 

Substituindo a função arbitrária j «ia primeira intógml intermediária 
por a(ç + 3y-8*)4-ft tomoe: 

p + 2y4-X-a(g4-3y-3z)4-P OU . p-aq - (3a- 2) y-(3cr 4* D * + p 

. dx dy _ 

para o qual o sistema de Lagrangc 6: y - — - (3a _2) j,<- (3«41>*+0 

v 

De — - temos: y 4-«« - €í <*tão: 

1 -a • 

T (3a — 2) y — (3a 41)x4 P = -(3a 2 4* + 1 )* 4- 3*$-2£ 4- í 


2 = - i- (3 a 2 + a + D* 2 + (3«í-2$ + «* + 9- 

= -i(3a 3 4-a4-l)íC 2 4-(3ay4- 3a 3 i -2y-2ocx 4- /*) * + 9- 

Logo: A(3a 2 -5a-l)a*+0«-2)^ + ^ + ^(V + “ a: i é umi b ° lu " 

çãn envolvendo uma função arbitrária e duas constantes arbitrárias. 

Substituindo a função arbitrária g (q+ %+2x), da segunda integral 
intermediária, pela função linear 7 (? 4- 3y 4- 2*) 4- «, tomos . 

p-Sy + s = 0 (’ 9 4-3y4-2i)4- 5 ou - 8(7 + l)lf + (3T“ + * 

dz dy dz . . 

para a qual 0 sistema de Lagrange é : y - “ “ 3(74-l)y4-(2Y~ l)aH-S ’ 
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ijy. dy 

De — = — * ternos : y 4- yx — £ : eotfio : 
1 • -«y 

' dz - 


dz ] dz dz 

1 " 3( 7 -f I)v + (2t-I)*+ t " -(3v a +r4-l)x+37€4-3€+* 


e S = -i(37»+ T +l)** + (8y€+3í+ «)* + *. 

I»go :«=*§■ + 5-y — 1) I a 4- 3 (y 4- 1) ay 4* to4-fe(jí + yx) é, tam- 

bém, «ma Éoluçõo. 


18) Resolver : açr -f (p + ç) « + ppí + (ay - 1) (rt - «*) + p? - 0. 


Aqui : & - xq, 5 — p 4- f, T — yp, U ~ xy - 1, F =» -p$ ; então : 
1^X2 + S17X + Tfí + UV - (*y- iy» X* + <p + ?) (xy - 1) X + pç - 0 


e 


ZJ/-1 


* X 2 


xy-1 


• . . , r-pdy + ypdx + (xy-\)dp - 0 

Consideremos primeiro o ws tema : 

L xq dy - q dx + (xy - 1) dq - 0. 
O sistema não é integrável porque suas equações não o são. 
Consideremos, agora, o sistema : 

“ 9 dy 4- yp dx + (xy - 1 ) dp « 0 , zqdy-pdx -j- (xy -l)dq - 0 . 


Multiplicando a segunda equação por y, • somando a primeira o dividindo 

por xy - 1, temos : qdy +dv + yrfq-0 e daíp + yç-o. Novamente, 

multiplicando a primeira por x, somando a segunda e dividindo por xy-1 
obtemos pdx-hrdp-bdq^Ó e daí rp + q -* b. Entretanto, a forma 
da integral intermediária resultante xp-\-q "• f(vq+p) ou yq+p — c(rp+ç) 
não permite uma solução envolvendo duas funções arbitrárias. 

Para obter uma solução envolvendo uma função arbitrária e duas 
constantes arbitrárias, substituímos f (vç+p) pela função linear a(yq+p)-{-3 
na primeira forma da integral intermediária acima, o que dá: 

(z - a) P +(1- ay) q — p. 


O sistema de lagrange correspondente é: - — - — ■= — • Doe dois 

X — a X — ay p 

primeiros membros, temos : 

<* ln £r - «) 4- ln (1 - ay) « In Ç ou (x - «*) (1 - ay) - (, 

e doe primeiro e terceiro membros, temos: z - flln (x-a) 4- q. Logo, a 
solução é: 


* — P ln (x - a) + $ K* - a) a (1 - ay) J. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 


Resolver: 

j 

19 r - ay 

Resp.: 2 »i<>i (y) + ^2(y) + "6 ^ 

• 

20) a - í 2 + y 2 

Resp.: *-♦ ,(ri+*.to) + {^!'+ I » , > 

21) 1 - - ** »en M 

Resp.: r f» y *i (a) + te (*) + 801 W 

22) xr - p - 0 

ftejp.: * - x 2 *i(í) + *»&) 

23) xr +p - l/a 8 

R«p.: í-*i(y)lna+^(y) + l/* 

24) yt - ? * 2x a y 

R«p.: 

25 ) y«-p - ry 2 eeü (ay) 

ffcap.: r - y +t (a) + (») -sea (xy) 

26) 1 + J-M -1 

Resp. : z - «r* *i (*) + *<*>- *y r * 

27) r+« - 3y 2 

Resp.: *»(*-¥) +*»<*)+*** 

28) xyr + zti-yp** 11 '' 

R*sp.: « - * (**-»*) + *» (V) + 7 lV 

29) 2irf - m + 2g - x*y 

z -^à(**y) + ♦* W +-r l2 v 2 

30) w + p+y 3 8r v 2 + 922 

Resp.: f +V&/I) + * <*> + íV + ** 




TRANSFORMAÇÃO DE LAPLACE 

32) x (*» - D r - toV -!)* + »«*»-«*+ + <» - 11 ? “ ° 

R€ 8 p. : 2 *» (a#*) + ^2 (y e ) 

33M (» - x) r - (V* - x») . + » (» - ri < + (V + *)0> - «) “ 2 (* + » + 1 > 
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36) r - 2* + t + V ~ Q = e * “ 3) “ e ' 

Sugestão: Fazer z±y-u, V**- . , . , , 

tierp. : z = ti (* +v) + 5 ** + ** + v 

37 ) y 2 ( r _ 23 + í )_y(p- 9 )-z - y 3 i 

fíerp.: z - y<t> tix + y) + j <te b + v) + d V 


MÉTODO DE MONGE 

38) (e z -D(<F-Ps) -P? e ‘ 

1. 1 : p «*(*)• S.G.: *-*0 + ♦*<*> + • 


39) r — 3s - 10í = - 3 

l . L: r + 2g =><Mt/ + 5*), p-5í-fj(!f-2a;) 

S.G.: z-*i(y + 5*) + **(y- 2a 0+ a * 

40) - 2p«* 4- P*í - 0 

I.I.: ? = «*(*)• S.G.: **.(*) + J'-* a(z) 


41) ít - (1 + f> + g) * + 0 + P) * “ 0 

1 . 1 . : P -,-4(* + ^í fc + 1 -^ aCl + ! ' ) 

— /-í - //_ I 1 «Ít 4> l/l 


ft O.í 2 


42, U-9) ! '-20-P' 2 « +m)8 + (2 ~ ,,)5< " ° 

I. L: |^-f(»+2»-*) 

S.G.: * + »*i(» + 2*-*)“#»(» + 2 * - *) 


43) 5r-10i + 4f-(rt-s 2 > = - :1 

U, 3 s +4x-p=/(5 S í+7 í -?),7 í + 4x- P = J(5»+^-í) 

Sol: I -2x>+3 I v + |-» a -W-ft C +*.(»+«> ° u 
» - 2x* + 7*y + V‘ + 2rt* - to + ♦* <» + i*> 

44) 2r-6s +2í + (>•(-**) =4 _ , . , , 

I.I.: 2» + 2i+P = /(2» + ^ + 4'. 4y + 2x4-r = »Ov+2í+«) 

SoL: ,-«*>+fi*-(* + l'> 2 + 4><V + OI > ou , 

2 = -Tx“+ to-x s -4xy-» s +*(» + ■»*) 
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45) 3r-G« + 4í-(rt-3 a ) -3 

1. 1. : 3y + 4* -p =* / (3y + 3x ~ 

Sol.: s -2^+3u,4-f + ^ + + 

46) j/r - ps + t + V ( rí “ «*) “ “ 1 

I.L: yp + 2 ® / (<7 + V>* 

Sol.: 6a 3 * = 2j?-3«V + ^ + 6 ^ + * <otI ’ + ^ v “ ) 

47) 25T-(2+»)a+yP í + a; y< r< ~ al) ” 1 " M 

1. 1. : 2 j> 4- y » J (yQ + *)• 

Sol. : z = aa + y/« +• 0 1» x -W (*“y)- 



